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D« vorliegende Abhandlung, die hervorgegangen ist aus der 

Lösung einer für das Jahr 1895 gestellten Preisaufgabe der 
Kgl. Sächs. Technischen Hochschule zu Dresden, behandelt ein der 
Theorie der Raumkurven zugehöriges Problem, das sich etwa 
folgendermafsen in Worte fassen läfst: 

„Zwei Rotationshyperboloide berühren sich längs einer 
Erzeugenden und rollen so aufeinander ab, dafs sie sich 
immer längs einer Erzeugenden berühren, während die 
Achsen derselben eine feste Lage einnehmen. Welche Eigen- 
schaften besitzen die sich entsprechenden Kurven der Hyper- 
boloide, d. h. diejenigen Kurven, deren Punkte bei jener 
Bewegung zur Deckung kommen ?“ 

Eine Lösung dieser Aufgabe wird im folgenden nach zwei 
Seiten versucht. Neben der sich auf die allgemeine Theorie der 
Raumkurven des Hyperboloids gründenden Betrachtung ist näm- 
lich ein gröfserer Abschnitt der zeichnerischen Darstellung ent- 
sprechender Kurven gewidmet; und sollte diese Berücksichtigung 
der Zeichnung einer Rechtfertigung bedürfen, so scheint mir diese 
in den Worten Felix Kleins zu liegen, „dafs es des Mathematikers 
ebenso würdig sei, richtig zu zeichnen, als richtig zu rechnen“ *). 

Ehe wir freilich die eigentliche Aufgabe in Angriff nehmen, 
ist es nötig, die Bedeutung jener Annahme klarzulegen, dafs die 
beiden Rotationsflächen einander längs einer Erzeugenden berühren 
sollen. Diese Berührung fordert, dafs die sämtlichen Punkte der 
Berührungslinie in Bezug auf beide Flächen ein- und dieselbe Nor- 
male haben, und da die Normalen längs einer Erzeugenden des 
Hyperboloids ein gleichzeitiges hyperbolisches Paraboloid bilden, so 
müssen die Normalenparaboloide der beiden Erzeugenden, welche 
bei der Berührung zur Deckung kommen sollen, kongruent sein, 


*) Aus der Rede zum Antritt seiner Leipziger Professur. 
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d. h. in der Berührungslage zusammenfallen. Da aber ferner jedes 
Normalenparaboloid die betreffende Rotationsachse enthält, kommt 
unsere Aufgabe schliefslich darauf hinaus, durch die beiden festen 
Achsen ein gleichzeitiges hyberbolisches Paraboloid zu legen und 
auf diesem diejenige Erzeugende zu bestimmen, welche — mit den 
Achsen einer und derselben Regelschar angehörend — alle Er- 
zeugenden der anderen Schar rechtwinklig schneidet. Denken wir 
uns also durch die beiden Achsen ein solches Paraboloid gelegt, 
dann sind die letzteren und die zu ihrer Schar gehörigen Er- 
zeugenden alle einer Ebene parallel, und weil das Paraboloid ein 
gleichseitiges ist, sind die Erzeugenden der anderen Schar einer 
zweiten und zur ersten senkrechten Ebene parallel. Unter den 
Erzeugenden der zweiten Schar giebt esaber eine, welche die erste 
Schar rechtwinklig schneidet, so dafs sie die kürzesten Abstände 
der einzelnen Erzeugenden dieser Schar enthält; und projiziert man 
daher beide Scharen orthogonal auf die Richtebene der ersten, so 
bilden die Projektionen der beiden Achsen und der rechtwinklig 
schneidenden Erzeugenden e drei durch einen Punkt gehende 
Strahlen, während die zweite Erzeugendenschar sich als Normalen- 
schar von e darstellt. Das Verhältnis der Abschnitte, welche e 
und die Achsen auf den Normalen zu e hervorbringen, ist nun in 
tgp 
tg pı' 
bezw. gı die Winkel sind, die e mit der ersten bezw. zweiten 
Rotationsachse einschliefst. Da ferner die beiden Kehlkreisradien 
a und a, der beiden Rotationsflächen nichts anderes sind als die 
kürzesten Abstände zwischen e und den betreffenden Achsen, so 
haben wir die Beziehung 


der Projektion und ebenso im Raume konstant gleich wog 


a Top 
% tggı 

oder, wenn wir unter IT und I, die Winkel verstehen, 

welche jede Erzeugende mit der zugehörigen Kehl- 

kreisebene bildet, so gilt = W’— g und TI, = W° — 9, 

und mithin 


1) 


Zu bemerken ist noch, dafs wir die beiden Hyperboloide einmal 
zu äufserer, das andere Mal zu innerer Berührung bringen können, 


a 


je nachdem wir auf dem Normalenparaboloid die zweite Rotations- 
achse links oder rechts von e wählen. 


Nach dieser Vorbemerkung über die Bedingung, welcher zwei 
sich längs einer Erzeugenden berührende Rotationshyperboloide 
genügen müssen, wenden wir uns nun den entsprechenden Kurven 
der beiden Flächen zu. Hierbei ist es von selbst geboten, ganz 
allgemein die Grundlagen einer Geometrie auf dem Hyperboloide 
im Zusammenhange vorzutragen, und wir werden daher in dem 
ersten Teile dieser Arbeit von der Einteilung, Darstellung, den 
Singularitäten und einigen allgemeinen Eigenschaften der Raum- 
kurven des Hyperboloids zu sprechen haben. 


Il. Die Raumkurven des einschaligen Hyperboloids. 


a) Einteilung und Darstellung derselben, 


Für eine Kurve auf dem Hyperboloid ist in erster Linie ihr 
Verhalten in Bezug auf die beiden Erzeugendenscharen charak- 
teristisch. Eine auf dem Hyperboloid 7 verzeichnete Raumkurve 
m-ter Ordnung R„ mag z. B. eine Erzeugende e der ersten Regel- 
schar 8 in m, Punkten treffen. Dann können wir durch e und jede 
Erzeugende e’ der zweiten Schar 8’ je eine Ebene legen, welche 
die R„ in m Punkten trifit. Auf e’ liegen also immer m, — 
m — m, Punkte der R,„, und wenn man umgekehrt durch e’ alle 
Ebenen legt, so sieht man leicht ein, dafs jede Erzeugende der 
Schar $ von der Kurve AR„ in m, Punkten getroffen wird. 

Die somit für eine A, charakteristischen Zahlen m, und m, 
geben sofort einen Gesichtspunkt für die Einteilung aller auf Z 
gelegenen Raumkurven; und da eine Kurve, welche die Schar 8 
in m, und 8’ in m, Punkten trifft, nicht wesentlich von einer Kurve 
verschieden ist, die $’ in m, und & in m, Punkten schneidet, so 
gelangen wir leicht zu dem Satze: 

„Bei ungeradem m giebt es auf einem Hyperboloid 
m— 1 


Ba verschiedene Arten von Raumkurven m-ter 


Ordnung, bei geradem m dagegen ” verschiedene 


2 
Arten.“ 
Wir charakterisieren nach dem Obigen eine Raumkurve m-ter 


BR ni 


Ordnung nach ihrer Art durch die Bezeichnung ARn,-+ma; WO Stets 
My + Mm, = m Ist. 

Diese Einteilung weist bereits auf ein Koordinatensystem hin, 
welches wir benutzen können, um eine Geometrie auf dem Hyper- 
boloid zu entwickeln, d. h. um alle auf 7 gelegenen Kurven in 
Analogie zur Ebene durch eine Gleichung zwischen nur zwei Ver- 
änderlichen darstellen zu können. Denn es bieten sich ohne 
weiteres die beiden Regelscharen zur eindeutigen Bestimmung jedes 
einzelnen Punktes auf dem Hyperboloide dar. Der erste, welcher 
auf dieses System aufmerksam machte, war Plücker; erst ein Jahr- 
zehnt später aber trat in den Arbeiten von Cayley und Chasles 
die Analogie zur ebenen Geometrie klar hervor *). 

Jeder Punkt auf Hist also dadurch fixiert, dafs wir die beiden 
dureh ihn hindurchgehenden Erzeugenden angeben, und um diese 
Erzeugenden selbst durch je einen entsprechenden Parameter 4 
bezw. A’ zu bestimmen, hat man natürlich nur irgend eine ein- 
deutige Parameterverteilung auf dem Hyperboloid — etwa mit 
Hilfe eines Kegelschnittes — anzunehmen. In dem vorliegenden 
Falle werden wir diese Verteilung derart wählen, dafs sich später- 
hin die zu Beginn erwähnte Bewegung der Flächen leicht durch 
Transformationsformeln zwischen den betreffenden Parametern aus- 
drücken lassen wird. Zu dem Zwecke müssen wir einige Worte 
über die Darstellung des Hyperboloids in rechtwinkligen räum- 
lichen Koordinaten vorausschicken. Sind nämlich die Achsen eines 
Hyperboloids zugleich Koordinatenachsen und a, db, c die Längen 
der Halbachsen, so läfst sich jede Erzeugende der ersten bezw. der 
zweiten Schar in folgender Weise mit Hilfe eines Parameters © 
bezw. in rechtwinkligen Koordinaten darstellen: 


TR er NE 
cos® — sin © 7 : sin -+ cos © 


A De a, 
eh DE Zn, 7 2 sınp + C0SQ. 


Der Schnittpunkt der durch @ bezw. © charakterisierten Er- 
zeugenden hat aber die Koordinaten 
sin3(p-+ ©) _,82(P+9) ‚„_.. ae 


ZZ — 


c08 3 (P— ©) 008 510..09) 6083 (P— ©) 


*) 8. Crelle J. Bd. 34; Phil. Mag. vol. 22; Comptes Rend. t. 53. 
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Lösen wir jetzt diese Ausdrücke nach Funktionen der halben 


Winkel auf, dividieren dann Zähler und Nenner durch cos ee 


2 2 


und setzen zur Abkürzung tg 5 He und 182 Ze sosestellen 


sich die Koordinaten xyz so dar: 


2) ee re y_ „IM u Wert 
I+M 1-44 1+W 
Damit haben wir jeden Punkt des Hyperboloids durch zwei 
Parameter A und A’ bestimmt, und da diese wieder eng mit den 
Winkeln g und © zusammenhängen, ist jetzt wenigstens für das 
Rotationshyperboloid noch die Bedeutung dieser letzteren klarzu- 
legen. Da die obigen Gleichungen für eine Rotationsfläche über- 
gehen in 
x —=2cotI-cosQ—asın® y=z-cotT-sin® + acos® 
3) bezw. 
Yy—=—2c0tl-cosp—asinpg y—= —zcotl-sinp-+ acosg, 


so ist leicht zu ersehen, dafs © bezw. g den Winkel bezeichnet, 
den der kürzeste Abstand der betreffenden Erzeugenden von der 
Rotationsachse mit der y-Achse, also mit einem festen Kehlkreis- 
radius einschliefst. Ebenso läfst sich ohne Schwierigkeit zeigen, 
dafs die Parameter A und A’ den Abschnitten proportional sind, 
welche die Erzeugenden auf den beiden durch die y-Achse hindurch- 
gehenden Erzeugenden hervorrufen. 

Wir kehren nach diesen für das Spätere notwendigen Be- 
merkungen zu der Betrachtung des allgemeinen Hyperboloids zurück 
und wollen jetzt als Koordinatenlinien die beiden Regelscharen und 
als Achsen dieses Systems zwei feste Erzeugende nehmen. Der 
Schnittpunkt der Achsen sei 0, die letzteren selbst seien O7 und 
04, und A bezw. A’ seien die Abschnitte der Erzeugenden auf 
den Achsen oder ihnen proportionale Parameter. Dann ist be- 
kannt, dafs jede Gleichung von der Form 

AM Hm A+nV"Hp—=I, 
wo m, n und p Konstante sind, einen ebenen Schnitt des Hyper- 
boloids HI darstellt, da jede Erzeugende die der Gleichung ent- 
sprechende Kurve stets nur in einem einzigen Punkte Ja, Ist 
ganz allgemein eine Gleichung vorgelegt 


Bine 


4) De bi b> a, MA — (0, 

so liefert diese offenbar für jedes bestimmte A eine Gleichung, die 
in 4 vom Grade m, ist, und für ein bestimmtes 4 eine Gleichung, 
die in A vom Grade m, ist, d. h. auf jeder Erzeugenden der 
/-Schar liegen m,, und auf jeder der A-Schar sind m, Punkte der 
betrachteten Kurve zu finden. Die letzte Gleichung charakterisiert 
also nach unserer Bezeichnung eine R„,-+m. Natürlich wird im 
besonderen die Kurvengleichung nicht alle möglichen Glieder auch 
wirklich besitzen, sondern, indem einige der Gröfsen a gleich Null 
werden, wird eine entsprechende Zahl von Gliedern aus der 
Gleichung verschwinden. Dementsprechend wollen wir unter „Ord- 
nung“ einer Gleichung die Summe der höchsten vorkommenden 
Exponenten von A bezw. 4’, unter „Grad“ dieser Gleichung die 
Dimension des höchsten Gliedes, d.h. das Maximum der Exponenten- 
summe in einem einzigen Gliede, verstehen. Dann gilt folgender 
Satz: 

Ist der Grad der Gleichung einer Raumkurve des 
Hyperboloids um r niedriger als die Ordnung der- 
selben, so ist der dem Koordinatenanfangspunkt O 
diametral gegenüberliegende Punkt © ein r-facher 
Punkt der Kurve. 


Die Richtigkeit dieses Satzes erkennt man sofort, wenn man 
an Stelle von A und A’ : und E einführt und die entstehenden 


Nenner in der Gleichung beseitigt. Die neue Gleichung hat dann 
ersichtlich den r-fachen Punkt «= x’ —=0. 

Da die allgemeine Kurvengleichung 4) nach Potenzen von A 
geordnet (m + 1) Glieder besitzt, von denen jedes wieder (mg + 1) 
Konstante enthält, so sind in 4) im ganzen 


(m, +1) (m + 1) — 1= mm: + Mı + My 


willkürliche Konstante vorhanden, oder mit andern Worten: 
„Zur Bestimmung einer R„,-+m, sind (mımg + mı + Ms) 
Punkte nötig.“ 
Soll die Raumkurve einen bestimmten Punkt r-fach besitzen, 
so verringert sich die Zahl der noch willkürlichen Punkte um 


: r (r+1). Denn machen wir den r-fachen Punkt zum Koordi- 


EU 
natenanfang, so müssen alle Glieder verschwinden, deren Dimension 
kleiner als r ist; deren Zahl ist aber eben r+ I Kino Barrvı 


mit einem r-fachen Punkt ist also bestimmt durch 


1 
mm Hm tTm—gr(rt]) 


Punkte von H. 

Für die Schnittpunkte zweier Raumkurven von den Ordnungen 
(m, + mg) bezw. (m + m,) sind die Parameter A und A’ in beiden 
Kurvengleichungen gleich. Durch Elimination eines Parameters 
ergiebt sich aber in jedem Falle*) eine Gleichung vom Grade 
(mı mg — mM; m,') oder, was dasselbe sagt: 

Sloıne@iln 7m uUndseine  Imrrmr schneiden sich in 
(Mı Ms; + mM; m,) Punkten.“ 

Fällt ein r-facher Punkt der einen Kurve auf einen r'-fachen 
der anderen, so vermindert sich die letzte Zahl um r-r". 

Unter den Erzeugenden giebt es immer eine gewisse Zahl, 
welche die betrachtete Raumkurve tangieren. Da nun jede solche 
berührende Erzeugende zwei konsekutive Kurvenpunkte enthält, 
mufs die Substitution des ihr entsprechenden Parameterwertes in 
die Kurvengleichung für den zweiten Parameter eine Gleichung 
liefern, die eine Doppelwurzel hat. Die Diskriminante der Gleichung 
mufs mithin verschwinden **). Bildet man daher die Diskriminante 
A der Kurvengleichung in Bezug auf A, so liefert jede Wurzel 
der Gleichung A = (0 eine Erzeugende, welche auf der Kurve 
einen Punkt ausschneidet, dessen Tangente mit einer Erzeugenden 
der #-Schar zusammenfällt. Umgekehrt ist es, wenn wir die Dis- 
kriminante A’ in Bezug auf A’ bilden. Da nun A in A’ vom Grade 
2 mı (m; —1) und A’ in A vom Grade 2 m, (m, — 1) ist, so giebt 
es 2 mı (m; — 1) Erzeugende der A-Schar und 2 ms (m} — 1) Er- 
zeugende der 4-Schar, im ganzen also 

2 [m (m; — 1) + m (m — D)] 
Erzeugende, welche die Raumkurve berühren. 

Da sich weitere Eigenschaften der R,„,-+ma Nicht ohne weiteres 
aus der Parametergleichung ableiten lassen, gehen wir jetzt zur 
Darstellung der Raumkurven des Hyperboloids als Schnittgebilde 


*) Weber, Lehrb. d. Algebra. pag. 156. 
**) Faa di Bruno, Theorie d. bin. Form. 87. 
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zwischen H und einer Fläche höherer Ordnung über. Dafs diese 
letztere mindestens von der Ordnung m, sein mufs, ist selbstver- 
ständlich, und wir können daher die Ru,+m, dargestellt denken 
durch die Gleichungen 


8) w + 4 W-+ Ad, —0 
und 
6) um + b,wai Ti... + wm -ı + dm =) 


sobald wir die Anwendung homogener Koordinaten zyzw voraus- 
setzen und unter a, bezw. b;, Funktionen verstehen, die in x, y und 2 
homogen und vom Grade © sind. Zunächst freilich wird durch die 
beiden Gleichungen die vollständige Schnittkurve der beiden 
Flächen, d. h. eine Aa„,, charakterisiert. Eine R„, m, Kann also 
nur dann durch 5) und 6) analytisch ausgedrückt sein, wenn die 
Rom, in die An, tm, und eine Restkurve R,ı m, m, zerale u cu 
letztere notwendig aus (m, — m;) Erzeugenden bestehen mufs. Im 
nächsten Abschnitte werden wir im Verlauf der weiteren Unter- 
suchung dieses Zerfallen analytisch nachweisen. 


b) Singularitäten und allgemeine Eigenschaften. 


Die Möglichkeit, jede Hyperboloidkurve durch eine Parameter- 
gleichung von charakteristischer Art darstellen zu können, reicht 
im allgemeinen nicht aus, um die Singularitäten der Kurve zu be- 
stimmen. Nur für eine specielle Gruppe von Kurven ist diese Be- 
stimmung auf Grund der Gleichung allein möglich, für die Kurven 
nämlich, welche die Erzeugenden der einen, etwa der 4-Schar, nur 
einmal schneiden, und deren Gleichung daher die Form 

7) Ar —lla + a) + AT (ag HA) + 4A (Agm-a: A + Agm- 3) 

+ Agm_ 2 HF Am—ı = 0 

besitzt, wenn m die Ordnung der Raumkurve ist. Diese Kurven 
sind aber nichts anderes als die auf dem Hyperboloid gelegenen 
rationalen Raumkurven ohne vielfache Punkte, die wir allgemein 
durch A„ bezeichnen wollen. Schneiden wir nun diese R„ mit 
der Ebene 
8) He Ch+ 


TREE.) 
Coh + Lg 


so erhalten wir für die m Schnittpunkte m Wurzelpaare A,A. Da 
aber 3 Punkte bereits eine Ebene bestimmen, so müssen 3 von 
diesen Schnittpunkten die übrigen mit festlegen, und da die 3 Aus- 
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gangspunkte ganz beliebig gewählt werden können, muls zwischen 
den m Schnittpunkten bez. ihren Parametern eine Beziehung be- 
stehen, welche wechselseitig je drei Punkten die übrigen zuordnet. 

Für die A der Schnittpunkte erhalten wir aus der Vereinigung 
7) und 8) die Gleichung 


A [AgCo 4 Arlg]| + Ar! [agcı + Ares + AgCy + Ag] + + 
9) A [om 4 1 “> Agm 8305, + dgm—2* Co Tr dgm—1* Ca] ar Agm—2Cı Sir 
Agm—1C3 — 0 


oder, nach den Konstanten cyC,C;C; geordnet: 
m—1 m—1 m—1 m—]1 
10) oh. DPA) +a1PÜA) + IF) + CF) = 0. 
Sind A], Ag, Ag, A4 vier Kurvenpunkte in einer Ebene, so erfüllt 


jeder dieser Parameter die Gleichung 10, mit den nämlichen Kon- 
stanten c;; also besteht zwischen ihnen die Relation: 


hıd(h), Dlh), AMPlh), PC) 
haD(h;), D(h), A Plh,), P(A,) 
AsD(h), Dh), As Ph), PA) 
1,0(4,), Bl), AP), PA) 


Man erkennt ohne Schwierigkeit, dafs die Entwicklung dieser 
Determinante jede der Gröfsen A, bis A, im Grade m, aber auch 
in keinem höheren Grade enthält, und dafs nur symmetrische 
Funktionen dieser Grölsen auftreten können, da ja ® und 7 ganze 
rationale Funktionen vom Grade (m —1) sind. Bei der Entwick- 
lung von D scheidet sich aber ein Faktor ab. Durch paarweise 
Subtraktion der einzelnen Zeilen voneinander findet man nämlich, 
dafs aus D der Faktor 

f= (Ay — Ag) (Ay — Ag) (A — Ay) (Ag — Ag) (Aa —A,) (As —4,) 
herausgezogen werden kann. Durch Wegfall dieses Faktors wird die 
Entwicklung von 11) für jeden Parameter um 3 erniedrigt, so dafs 


ER 
in! 
wirklich eine Gleichung ist, die zu je drei Punkten m—3 weitere 


Punkte liefert. 

Setzen wir in dieser Gleichung A, = A%,=4,=4,, d.h. lassen 
wir 4 Punkte eines ebenen Schnittes zusammenrücken, so erhalten 
wir als Bedingung, welcher die Parameter stationärer Ebenen der 


11) D= — ihr 


12) (RN) 0 


er 


Raumkurve genügen müssen, eine Gleichung vom Grade 4 (m-3). 
Dies sagt aus: 

„Die R„. ohne vielfache Punkte besitzt 4 (m-3) 
stationäre oder Wendeberührebenen.“ 


Ist eine Ebene Schmiegungsebene, so fallen drei Schnittpunkte 
zusammen, man hat also A,=4,—=4, und für jedes feste A, ent- 
steht dann. aus 12) eine Gleichung, die 3 (m—3) Werte für 45 
liefert, d. h. 


„Durch jeden Punkt der R„ gehen 3(m—3) Schmie- 
gungsebenen.“ 


Da nun auch in A, eine Schmiegungsebene der R,„ vorhanden 
ist, und da drei Schmiegungsebenen in eine zusammenfallen, wenn 
der Schnittpunkt derselben in die R„ selbst fällt, folgt weiter: 

„Die R„ ohne vielfache Punkte ist von der Klasse 
3 (m — 3) +3=3 (m — 2).* 

Sobald ferner die Gleichung 

12a) PNA A AN NV 


für A, eine Doppelwurzel liefert, berührt die Schmiegungsebene des 
Punktes A, in dem Punkte A,. Dann verschwindet aber die in 
Bezug auf A, genommene Diskriminante von 12a), welche in den 
Koeffieienten vom Grade 2(m—4) ist. Da die letzteren /, im 
Grade 3 (m —3) enthalten, so finden wir: 

„Die rationalen Raumkurven des Hyperboloids 
besitzen 6(m—3) (m —4) Schmiegungsebenen, die sie 
noch einmal berühren.“ 

Bilden wir nunmehr die Diskriminante von 12a) nach A,, so 
verschwindet dieselbe für alle diejenigen Punkte A,, für welche 
zwei der durch ihn gehenden Schmiegungsebenen zusammenfallen, 
und da die Diskriminante in A, vom Grade 2 (m — 3) (m — 10) ist, 
so giebt es 2 (m — 3) (3 m— 10) derartige Punkte. Dieselben zer- 
fallen in zwei Gruppen. Erstens gehören zu ihnen die Schnitt- 
punkte der R„ mit den stationären Ebenen. Ihre Zahl ist 4 (m—3) 
(m—4), weil 4 (m—3) stationäre Ebenen vorhanden sind. Zweitens 
entstehen die genannten Punkte, wenn eine Kurventangente die 
Kurve schneidet, denn die Tangente ist als Schnittlinie zweier un- 
endlich benachbarter Schmiegungsebenen anzusehen. Demnach 
giebt es 2 (m — 3) (3 m — 10) — 4 (m — 3) (m — 4) = 2 (m—2) (m —3) 


SEHR 


Punkte der R„, von denen eine Tangente an die letztere gezogen 
werden kann; oder: 

„Es giebt 2(m—2) (m —3) Tangenten der R„, welche 
die Raumkurve noch in einem weiteren Punkte 
schneiden.“ 

Die obenerwähnte Klassenzahl der R„ können wir auch noch 
in anderer Weise aus den obigen Gleichungen finden. Die Gleichung 
'10) nämlich gilt für die Schnittpunkte einer beliebigen Ebene mit 
der R„. Die Ebene ist willkürlich, solange die Konstanten c, 
bis c; willkürlich sind. Setzen wir zwei von dem letzteren als 
fest voraus, so berücksichtigen wir nur solche ‚Ebenen, die einen 
festen Punkt enthalten. Die beiden willkürlichen Konstanten 
können wir dann aber so wählen, dafs 10) eine dreifache Wurzel 
besitzt, und da dies im allgemeinen 3 (m — 2)-mal möglich ist *), so 
giebt es 3(m—2) Ebenen, welche die Raumkurve oskulieren und 
durch einen festen Punkt gehen, d. h. Klasse der R„ ist 3(m—2). 

Lassen wir nicht zwei, sondern nur eine der Konstanten c 
willkürlich, so stellt die Gleichung 8) Ebenen dar, die durch eine 
gegebene Raumgerade hindurchgehen. So oft wir dann die will- 
kürliche Konstante so wählen können, dafs 10) eine Doppelwurzel 
hat, ebenso viele Ebenen giebt es in dem betrachteten Büschel, 
welche die R„ tangieren. Für jede Doppelwurzel verschwindet 
aber die Diskriminante von 10), und da diese in jeder Konstanten c 
vom Grade 2(m —1) ist, so giebt es 2 (m — 1) Tangentialebenen, 
die durch eine feste Raumgerade hindurchgehen. Mit andern 
Worten **): 

„Die auf dem Hyperboloid gelegene A„ ohne viel- 
fache Punkte ist vom Range 2(m—1).“ 

Im Anschlufs an diese Art der Singularitätenbestimmung der 
rationalen Raumkurven des Hyperboloids wollen wir noch einige 
allgemeine Eigenschaften derselben ableiten. Von den rationalen 
Raumkurven vierter Ordnung AR, , die ja stets auf einem Hyper- 
boloid liegen, ist bekannt, dafs sie durch jeden Kurvenpunkt 
3 Schmiegungsebenen schieken, deren Berührungspunkte in einer 


*) Siehe: Salmon-Fiedler, Alg. d. bin. Transf. p. 374, wo A—=1 und 
«= zu setzen ist. 

**) E. Weyr, der diese Zahlen für allg. rat. Raumkurven entwickelt 
(Schlömilchs Zeitschr. f. Math. u. Phys. Bd. XVI p. 355), giebt für den Rang 
versehentlich 2 (m—2) an. 


Se 


Ebene liegen, die auch durch den Ausgangspunkt hindurchgeht, 
und dafs die R, vier Wendeberührebenen besitzt. Wir wollen 
jetzt einen allgemeinen Satz nachweisen, der die genannten Eigen- 
schaften als besondere Fälle umschliefst, und der für alle Raum- 
kurven gilt, welche die Erzeugenden der einen Schar nur einmal 
treffen. Zu dem Ende schneiden wir die rationale Kurve m-ter 
Ordnung. 

13) ll + a) + 1” 72 (ag + A) ++ Am-2 4 + 


Agm-ı — 0 
mit der rationalen Raumkurve (m—2)ter Ordnung 


GT CAR 5 + Cm—3 
Cm—2 Am=3 + Or ao Mur: 1 a eu: Com—5 


Da diese letzte Gleichung (2m —5) willkürliche Konstante enthält, 
kann durch je (2 m—5) Punkte einer auf 4 gelegenen Kurve eine 
solche R„-2 hindurchgelegt werden. Je (2m—5) bestimmen also 
bereits sämtliche Schnittpunkte der Kurven 13) und 14). Die 
Zahl der letzteren ist aber 2 m—4, so dafs zwischen den Para- 
metern derselben eine Relation bestehen mufs, welche zu je 2m —5 
Parametern den (2 m—4)ten eindeutig zuordnet. Nun sind die 
Schnittpunktsparameter Wurzeln der Gleichung, die man aus 13) 
und 14) durch Elimination von 4 erhält. Diese lautet: 


| ER (ACH Arm?) + 2" (agCı + Arm 1 + AoCo + AgCm—2) 
15) 


14) a 


ar ER a A (Ama CH = Agm—3 Com—5 = OAgm—2 Cm—4 + 

Agm-—1 ) SE Ogm—2 * Cm—3 + Agm—1° Com—5 —= 0% 

Verstehen wir jetzt unter 4, - Agm-a die symmetrischen 

Funktionen der Wurzeln A, Ag: Agm-ı von 15) also 1, —=A, + 
+ Ag: + Agm-ı U. 8. w., so gelten die Gleichungen. 


(AoCo + Arm-.2) Aı = — (ACı + Alm 1 AeCo + AgCm—2) 
(AgCo + Arlm-2) Ag = + (Ayla + Alm + Aglı + AgCm—ı + QsCo 
16) + AsCm—2) 
| (Root A1Cm—2) A (— I) me (Agm—2 Cm—3+ Agm—1' Cam sh 


Sind also A, -- Am Punkte einer R,,, welche auf einer Ri 
liegen, so bestehen diese Gleichungen 16) identisch, und da durch 
2 m-—5 Punkte die R„-2, mithin auch ihre Konstanten cy Cy: *Com-5 
bestimmt sind, so mufs die Determinante des in Cy*' Cams NOMO- 


a 


genen und linearen Systems 16) verschwinden; d.h. für die Para- 
meter A,Ag --Agm-4 gilt die von Cy*-Cgm—_s unabhängige Relation 


GA + Qs, Gg,, hAıTt Q,°‘., a, 0 ,...0 


17) GoAg — Q,, — Gy," ", Ag — Gs,°',— a, a, 0 
GoAg + Ag, + Ag,‘ *-, Az H+ %,:°**, d;, Ag, 0 
0 —= . . . r . . . . 
| . . 205 . . 0. * 2 . [2 . | 
2m—4 
ag Agm—4 $) 0 Snur.n 9 A Agm—4 er? 0, 0,(-1)agm-ı 


Diese Determinante ist linear in den Gröfsen A, Agm- 4, 
läfst sich also schreiben: 


18) A AMom—i —- Ar lon 5 pr SE Ann A, = Au A, + 
And = 


Je nachdem wir nun mehr oder weniger Punkte als gegeben 
annehmen und die übrigen Schnittpunkte teilweise oder ganz zu- 
sammenfallen lassen, finden wir aus der Relation 18) verschiedene 
Sätze über solche RA-2, welche eine AR„ mehrfach oder an ge- 
trennten Stellen berühren. Z. B. liest man aus der Gleichung 
ohne weiteres folgendes Ergebnis ab: 

„Legt man durch 2(m—3) Punkte einer rationalen 
Raumkurve m-ter Ordnung von H ein einfach unend- 
liches Büschel von rationalenRaumkurven (m —2)-ter 
Ordnung, so enthält.dasselbe zwei, welchedie R,„ ein- 
fach berühren.“ *) 

„Durch 2m —7) Punkte der R„ gehen 3 oskulierende 
Des bindurch;“ .u.s.w. 

Vereinigt man alle oder mehrere von den Basispunkten, so 
erhält man Büschel von R„-., welche sich an verschiedenen oder 
an einer Stelle mehrfach oder einfach berühren. So giebt es z.B. 
in jedem Punkte einer R„ eine (2 m—6)-punktig tangierende 
Rn-2, hingegen zwei R„-s, die in ihm (2 m—7)-fach und überdies 
an einer andern Stelle einfach berühren, ferner drei R„-2, welche 
(2 m—-4)-fach berührend in einem weiteren Punkte oskulieren u. s. w. 


*) Wobei die in den Basispunkten berührenden Ra natürlich nicht mit- 


gezählt sind. 
Binder, Abbildung zweier Rotationshyperboloide. 2 
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Schliefslich sei noch bemerkt, dafs man durch jeden Punkt 
der Rn (2m—5) Raumkurven R„-2 ziehen kann, welche die 
R„ 2(m—3)-punktig berühren uud auf der R,„ eine Involution vom 
Grade (2m — 5) bestimmen, da zu jedem Kurvenpunkte (2? m — 5) 
Berührungspunkte und zu jedem Berührungspunkte ein Kurven- 
punkt gehört. 

Um eine weitere Eigenschaft der zuletzt erwähnten Kurven 
zu finden, setzen wir 

A, =h+%+ Aga+ er + Agm-5 
Agm-5 hy har ig * * Agm—5 
und können dann 18) in der Form schreiben 
A, x en n A nr 4, (1% ars Man 2 An) + 4, (Agm—et 
Nom —4 & A gm) et Am-e(As-t Iam-a ; A))+ Agm-5(Aı + 
Naen - 4) == A ZU 
Ist daher Agn—ı als fester Punkt gegeben, so gilt für die Be- 


rührungspunkte der 2(m—3)-punktig berührenden R,.-. die Gleichung 
(2 m —5)-ten Grades 


2m—5 
4A, i IR E am —5 —-- A, [20m — ana A Ge) } 12m-0] + 
mo mM ON 
4, rer NER, Er oz) ] tee saı nz 


2m—5 
5 ( Ei )a+ N HE Au —=( 


oder nach Potenzen von A geordnet 


{ 2m—5 
| A9n-5 [Ama At Alt (one) Am Pam-a Ar + As] + 


2m—b6 
19)$ (@m—5 2m —5 
) Se x REN ALT As — A:|+ re ( e Va 


2 An a Ans] en mi oma n Asm—5+ Anl —n 


u) Sr 
2m—6),; \Y\)m—7 
anderes als die Binomialkoeffieienten. — Jetzt mögen A, Ay» - 
Ag m-5s die Parameter der Berührungspunkte unserer vom festen 
Punkt Ama ausgehenden Rn„-2 oder, was dasselbe sagt, die 
Wurzeln der Gleichung 19) sein. Dann folgt für die Wurzel- 
funktionen 


Dabei sind die Faktoren ( )u. s. w. nichts 


re TR ee 


[7 2 —9 
aa AA) —— (5 .)-Um-ıdı+ A] 
77 2 —5 
1 neck ea 
7 6) 2 —5 
Ian Ao+ Ar) Ann. ( ; | 


) [Agm —4° Asm 5+ Agm = > 


2m—5 
0 
Nun bestimmen die 2m —5 Berührungspunkte A," Ay": N gm—5 
wiederum eine R„-2, welche aufser diesen noch einen weiteren 
Punkt mit der R,„ gemein hat. Ist A der Parameter dieses letz- 
teren, so müssen die (2m —4) Parameter A," Ay Ay + Ag m—s und 
) mit Rücksicht auf 19) der folgenden Gleichung genügen: 


4A, h: EN nr am 4A, CAR is AA ,m-6) am eine Agm—5 (A; 3” 19) 


(Agm—4 . A,+A,) A m 5 =(— Me 


ar Del). 
Der Parameter A erhält also den Wert 
n— — [A Ans + ArAms + 2: + Amt: [A Ainos 


+ A, Eine — er 3= Ze 


Setzen wir hierin die Werte der Funktionen _7” ein, so er- 
giebt sich der Ausdruck 
2m—5 
A, (— Lana > ( ir ) . Mans R Amy nm Ama] an m and Bi 


2m—5 
4, (Sam 25 R ( a ) R Ani Asa —+ 4 + +... 


ee 


222 ıtr Ama 2 (sms As ch All 


+ Agm-5 [lem 4Ao + Ar] 

Da im Zähler wie Nenner als Faktoren die Binomialkoeffieienten 
mit alternierendem Zeichen auftreten, kann man leicht weiterhin 
nachweisen, dafs sich im Zähler alle Glieder ohne Agn-4 und im 
Nenner alle Glieder mit Agm_ı gegenseitig tilgen, und dafs schliefs- 
lich der ganze Bruch den Wert — A;m—, erhält. Wir haben also 
A—Agm—ı und können den Satz aussprechen: 

„Zieht man von einem beliebigen Punkteeinerauf 
H gelegenen rationalen Raumkurve m-ter Ordnung 


aus die 2m—5 rationalen Raumkurven (m—2)ter Ord- 
2* 


a 


nung, welche die ursprüngliche Kurve 2(m —3)punktig 
berühren, undlegtdurchdie2m—5 Berührungspunkte 
die von diesen bestimmte AR„-e, So enthält dieselbe 
auchden Ausgangspunkt.“ 

Damit ist jenes Theorem gefunden, auf welches wir oben hin- 
deuteten, und dessen Specialisierung für m=4 allgemein be- 
kannt ist. — 

Um nunmehr die Singularitätenbestimmung auch für die all- 
gemeine Raumkurve Ay,-+m,; vornehmen zu können, müssen wir 
an eine bekannte, eindeutige Projektion der ganzen Hyperboloid- 
fläche auf eine Ebene erinnern.*) Wir meinen jene perspektivische 
Projektion, welche ihr Centrum auf dem Hyperboloid selbst hat und 
deshalb zwischen den Punkten des Hyperboloids und den Punkten 
der Ebene eine ein-eindeutige Beziehung festlegt. Eine Ausnahme 
von dieser Eindeutigkeit bilden nur die drei Fundamentalpunkte, 
d. h. das Projektionscentrum A und die Durchstofspunkte 5 und 
C der von A ausgehenden Erzeugenden mit der Bildebene, sowie 
die den Fundamentalpunkten entsprechenden Fundamentalgeraden 
AB ACund I5O: 

Einer Ru, + m, auf A, welche A nicht enthält, entspricht dann eine 
ebene Kurve X, von der Ordnung m=m, + ms, welche in D einen 
m,-fachen und in Ü einen m,-fachen Punkt hat, wenn die von B 
ausgehende Erzeugende m,-mal und die von Ü ausgehende m,-mal 
von der Ra,-+m, getroffen wird. lm besonderen liefern die ebenen 
Schnitte des Hyperboloids in der Bildebene E Kegelschnitte mit 
den festen Punkten B und ©. Der Gesamtheit der Ebenen, die 
durch einen festen Punkt gehen, entspricht in E eine Kegelschnitt- 
schar mit drei festen Punkten, und Ebenen, welche eine Gerade 
gemein haben, werden dargestellt durch Kegelschnitte mit 4 ge- 
meinsamen Punkten. Endlich läfst sich leicht zeigen, dafs eine 
Raumkurve m-ter Ordnung Ru, ms, die im Projektionscentrum A 
einen r-fachen Punkt hat, im Bilde eine ebene Kurve (m —r)-ter 
Ordnung entspricht, welche B resp. C als (m, —r)- resp. (mg — r)- 
fachen Punkt besitzt und überdies die Kane BCinr 
weiteren Punkten schneidet. 

Vermöge dieser eindeutigen Abbildung sind wir jetzt im a 
die Singularitäten der R„,-+m, zu berechnen, indem wir uns Ss 


*) Siehe hierüber: Clebsch, Vorl. ü. Geom. Teil II, Bd. 1, 
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einen Satz stützen, der mittels der Brillschen Korrespondenzformel 
abgeleitet wird, auf dessen Beweis wir uns hier aber nicht ein- 
lassen können, um nicht zu weit von unserem Gegenstande abzu- 
kommen. Dieser Satz lautet *): 

„In einer g-fach unendlichen linearen Schar von 
Kurven, welche eine ebene Kurve X„ von der Ord- 
nung min M beweglichen Punkten schneiden, giebt es 


= (+) (M+gqp — N—dq:r 


Kurven, welche die X„ in (7+]1) benachbarten Punk- 
ten treffen (g-punktig berühren), wobei p das Ge- 
schlecht der’ X„-und- r die Zahl ihrer Rückkehr- 
punkte ist.“ 

Die zur weiteren Anwendung. des eben ausgesprochenen Satzes 
notwendige Zahl p ist bekanntlich von der Ordnung m der Kurve 
und der Zahl ihrer Doppelpunkte abhängig. Im vorliegenden Falle 
sind aufser dem m,-fachen und dem ms;-fachen Punkte keine viel- 
fachen Punkte vorhanden, und daher ist 


P=3m—1) (m — 2) — d = (m, —1) (m; —]) 


das Geschlecht der X,„ und.wegen der Eindeutigkeit der Abbildung 


auch das der Ru,-m, weil ja der m,-fache Punkt für ; (m, —1) m, 


und der m,-fache für 5 (ma — 1) m, Doppelpunkte zählt. Um jetzt 


weiterhin den Rang der R,,+m, zu bestimmen, bedenken wir, dafs 
der Rang nichts anderes ist als die Zahl der durch eine beliebige 
Raumgerade gehenden Tangentialebenen der R,„,-+ ms Die von allen 
Ebenen eines Büschels aus dem Hyperboloid ausgeschnittenen 
Kegelschnitte bilden sich aber als eine einfach unendliche Schar 
von Kegelschnitten ab, die durch B und © und noch zwei weitere 
feste Punkte hindurchgehen. Die beweglichen Schnittpunkte mit 
der K„ sind deshalb nur noch M= m, -+ m,, und die Zahl der 
tangierenden Kegelschnitte ist nach unserem Satze 2 m mg. Jeder 
tangierende Kegelschnitt entspricht aber einer tangierenden Ebene 
des Büschels und somit einer Tangente der A,„, welche die den 
Ebenen gemeinsame Raumgerade schneidet. Wir sehen also: 


*) Siehe: Clebsch, Vorl. ü. Geom. Teil I, Bd. 1, pag. 461. 


„Die Hyperboloidkurve Au+m 1ist vom Range 
2 MMag.“ 

Da sich etwaige Doppel- und Rückkehrpunkte der AR, auch 
bei der K„ vorfinden, können wir auch die Reduktionen angeben, 
welche die Rangzahl durch d Doppel- und r Rückkehrpunkte er- 
fährt. Es ist dann der Rang 


2m m —2d—3r. 


Ist überdies noch ein :-facher Punkt vorhanden, so vermindert sich 
der Rang weiter auf 


2 mm —2d—3r— te —)). 

Die Klasse der R„ finden wir, indem wir aus allen Ebenen, 
welche durch einen Punkt gehen, diejenigen heraussuchen, die mit 
der AR, drei benachbarte Punkte gemein haben. Die entsprechenden 
Schnittkurven des Hyperboloids werden in Kegelschnitte abgebildet, 
welche aufser den vielfachen Punkten der X„ noch einen festen 
Punkt gemein haben, und da sich unter dieser zweifach unend- 
lichen Schar 

3 [2 mı mg — (m + Ms)] 
oskulierende Kegelschnitte befinden, ergiebt sich das Resultat: 
„Die Klasse der R„,-+m, 1St 3 [2 mım; — (m, + ma)].“ 


Auch die Zahl der Inflexionstangenten ist identisch mit der 
Klasse der R„, und da d Doppel- und r Rückkehrpunkte die Zahl 
dieser Inflexionspunkte um 6 d bezw. 8 r vermindern, ist 


k = 3 [2 m, mg; — (m) + m;)| — 6d— Er 


die Klasse der AR, wenn diese d Doppel- und r Rückkehr- 
punkte hat. 

Um endlich nachzuweisen, dafs von einem <-fachen Punkte der 
R„ nur noch (k — 3.?) Schmiegungsebenen an die Kurve gelegt 
werden können, projizieren wir die A, aus dem ?-fachen Punkte. 
Ihr Bild ist dann eine ebene Kurve X„-; von der Ordnung m —i 
mit einem (m, —i)-fachen und einem (m; —i)-fachen Punkte. Nun 
hat eine Kurve »-ter Ordnung mit d Doppelpunkten [3 n (n — 2) 
— 6. d] Inflexionspunkte. Demnach zeigt eine X„—,; mit den obigen 
vielfachen Punkten | 


3 [(m — ı) (m —ı— 2) — (mı — 2) (m —i— 1) — (m —i) (m; —i—]1)] 


RED 


oder, da m=m, + m, Ist, 
3 [2 m Mg — (m + Mg)] — 3? 
Inflexionspunkte oder also: 


„Durch einen <-fachen Punkt der Au +m gehen 33? 
Schmiegungsebenen weniger als durch einen be- 
liebigen Raumpunkt.“ 


Da den Kegelschnitten, welche die stationären Ebenen aus dem 
Hyperboloid ausschneiden, im Bilde 3-punktig berührende Kegel- 
sehnitte entsprechen, finden wir die Zahl der Wendeberührebenen, 
indem wir aus einer dreifach unendlichen Schar von Kegelschnitten 
diejenigen heraussuchen, die mit der X„ 4 benachbarte Punkte 
gemein haben. Aus a, folgt aber für M= m, + m, undgq=3 
die Zahl 4 [3 m, m; — 2 (m, + ma)], d. h. 

„Die An, tm besitzt 4 [3 mı m; — 2 (m} + m,)]| stationäre 
oder Wendeberührebenen.“ 

d Doppelpunkte vermindern die Zahl um 12 d. 


Es hat keine Schwierigkeit, aus den angegebenen Singularitäten 
die entsprechenden Zahlen für die abwickelbare Fläche der Run, -+ ng 
abzuleiten; da wir aber im folgenden dieser Zahlen nicht bedürfen, 
übergehen wir dieselben und wenden uns zu einem letzten all- 
gemeinen Satze, der sich an die Darstellung der Ru,-+ms als 
Flächenschnitt anschliefst. Vorher aber wollen wir noch zeigen, 
dafs wirklich jede Au,--m,; aus dem Hyperboloid durch eine Fläche 
m,;-ter Ordnung ausgeschnitten werden kann. Der vollständige 
Sehnitt der letzteren mit dem Hyperboloid ist nämlich eine Ry,-+m 
und da diese durch m,” + 2 m, Punkte bestimmt ist, wie wir oben 
sahen, so enthält die Fläche m,-ter Ordnung F,, die Kurve ganz, 
wenn sie m’ + 2 m, Punkte derselben enthält. Legen wir nun 
durch irgend (m, — ms) Erzeugende eine F„, indem wir auf 
jeder Erzeugenden (m, + 1) Punkte der F„, wählen, wodurch 
(m, + 1) (m) —m,;) Punkte verbraucht werden, so schneidet die 
F'„, überdies aus dem Hyperboloid eine Ry,+m; aus. Da der voll- 
ständige Schnitt beider Flächen aber erst durch (m? + 2 mı) 
Punkte bestimmt ist, so bleiben für die letzte Restkurve noch 
mi” + 2 mı — (mı + 1) (mı — m;) = Mm Mg + mı + m, Punkte übrig, 
d. h. gerade so viel, dafs durch dieselben die R,„,-+m, eindeutig be- 
stimmt ist. Umgekehrt kann man also durch jede Ru,-m, eine 


Fläche 7, legen, welche (m, — m;) beliebige Erzeugende aus- 
schneidet. Also können wir sagen: 

„Durch jede Rutm gehen o"ıtm Flächen m,-ter 
Ordnung hindurch.“ | 

Damit ist gezeigt, dafs die auf Seite 12 angegebenen Gleichungen 
5) und 6) sehr wohl eine bestimmte R,-mg als Teil ihres Schnittes 
enthalten können. Um nun zunächst einige Eigenschaften der 
vollständigen Schnittkurve von 5) und 6) zu erschliefsen, 
wollen wir die Gleichung einer neuen Fläche m,-ter Ordnung her- 
leiten, welehe diese Schnittkurve enthält und überdies eine be- 
sonders einfache Form besitzt. Zu dem Zwecke multiplizieren wir 
die Gleichung 5) mit der vor der Hand willkürlichen Funktion 
(m, — 2)-ter Ordnung 


mi — 2 Bez Ba — Gi + .oooe. + Wem —3 a Cm) — 2 


wo die c, der obigen Bezeichnung entsprechende Funktionen sind, 
und subtrahieren das Produkt von der Gleichung 6). Dadurch er- 
halten wir die neue Gleichung 


20) Id, — (44 u. G)] wmı—1 ie. [b, KenE (+ (16 Ib GN wm —2 Bela 
a Kassen >; (A,Cm 3 _ AsCm,3)] Wer Dr — Age 2 = 0, 


Aus dieser ergeben sich (m, — 2) Gleichungen zur Bestimmung 
der c,, sobald wir die Koöfficienten der ersten (m, — 2) Glieder 
gleich Null setzen, und zwar drücken sie 66a: Cm}. derart durch 
419; und 5,55. --dum,— 2 aus, dals jedes c, homogen in x, y und 2 
und vom :-ten Grade ist. Die für diese Werte von ce aus 20) 
hervorgehende Gleichung 


6 — Amy —2 Dtm 3] W- Don —  AgClm, —2 = 0 
kann dann in der Form 
21) a be w-+ 03 == 0) 


geschrieben werden, und in dieser sind O„,-ı und ÜU„, ganze 
homogene Funktionen (m, — 1)-ten resp. m,-ten Grades in x, y und 
2 allein. | 

Diese Gleichung 21) stellt ein sogenanntes Monoid dar, welches 
den Punkt z=y=z2=0 als (m, — 1)-fachen Punkt besitzt, so dafs 
also jeder von diesem Punkte ausgehende Strahl die Fläche nur 
noch in einem weiteren Punkte trifft. Strahlen, die von 2 =y 
—=z=0(0 ausgehen, können mithin nur dann die vollständige 


Schnittkurve Aa, der Flächen 5) und 21) in zwei Punkten treffen, 
wenn sie ganz auf der Fläche 21) liegen. Alle Geraden aber, 
welche den Punkt <=y=2z==0 enthalten und der Gleichung 21) 
genügen sollen, müssen die beiden Gleichungen 


ee under 0 


erfüllen, oder mit anderen Worten: die beiden Kegel m,-ter und 
(m, — 1)-ter Ordung C,, =0 und C„,—ı = 0 schneiden sich in den 
Doppelsekanten der ARg„,, welche auf dem Hyperboloid durch das 
Monoid 21) ausgeschnitten wird. Demnach schickt die vollständige 
Schnittkurve einer Fläche zweiter Ordnung mit einer Fläche m,-ter 
Ordnung durch jeden Raumpunkt m, (m, — 1) Doppelsekanten. 


Ist auf Heine R.,-+ms gegeben, so wurde bereits gezeigt, dafs 
dieselbe durch unendlich viele Flächen m,-ter Ordnung aus- 
geschnitten werden kann. Daher wollen wir jetzt annehmen, dafs 
die Gleichungen 5) und 21) zusammen eine solche Rum, dar- 
stellen, welche jede Erzeugende der einen Schar in m,, jede der 
anderen Schar aber nur in m, (<m,) Punkten trifft. Der über der 
Kurve stehende Kegel schneidet dann jede Ebene in einer Kurve 
von der Ordnung m = m, + ma. Im besonderen mag 2 = y—=2=0 
die Spitze des Kegels und » = 0 die Bildebene sein, was ja die 
Allgemeinheit nicht beschränkt. Die Gleichung des projizierenden 
Kegels bezw. der Schnittkurve mit «= 0 sei dann f„n =0, und 
die Zahl der Doppelpunkte D der letzteren sei A}. Der Kegel 
Ca,—ı=0 enthält dann die Punkte D und schneidet fm = 0 noch 
in [m (m) — 1) — 2 h] weiteren Punkten ?P. Denn O„,-ı=0 wird 
von «= (0 in einer Kurve von der Ordnung (m, — 1) geschnitten, 
und diese hat im allgemeinen m (m, — 1) Punkte mit mn = 0 ge- 
mein, von denen hier aber 2 Ah in die Doppelpunkte D hineinfallen. 
Da die nach den Punkten P gehenden Strahlen projizierende 
Strahlen der Re„, Sind, so enthalten sie je einen Punkt des Mo- 
noids, welcher gleichzeitig auf On,-ı = 0 liegt, also der Schnitt- 
kurve dieses Kegels mit dem Monoid angehört. Da aber diese 
Kurve aus m, (m; — 1) geraden Linien besteht, welche gleichzeitig 
auf C„,—=0 liegen, so folgt, dafs die vom Projektionscentrum nach 
den Punkten ? gehenden Strahlen dem Monoid und den Kegeln 
On, =0 und Om,-1ı=0 gemeinsam angehören. Diese beiden 
Kegel schneiden nun in der Ebene = 0 Kurven aus, die sich in 
m; (m} — 1) Punkten treffen. Unter denselben sind die Punkte D 
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und P. Somit ist die Anzahl der übrigen Schnittpunkte 8 
Im, (m — 1) — [m (m; -—- 1) — h]} oder (m) — m) (m — 1) + h, wo- 
bei A an Stelle von 2 A tritt, weil die Doppelsekanten der A, nur 
einfache Schnittlinien der Kegel C„ =0 und Om-ı=0 sind. 
Endlich schneidet der Kegel O„, 0 das Monoid in einer Kurve 
vom Grade m,’. Zu derselben gehören einerseits die obigen 
m, (mı — 1) Erzeugenden des Kegels, andererseits alle Punkte, die 
gleichzeitig den Gleichungen CO, =0 und = (0 genügen, d.h. 
der Kegel C„, = 0 hat mit dem Monoid noch eine Kurve m,-ter 
Ordnung gemein, welche in der Ebene »w = 0 liegt. Die letztere 
schneidet m = 0 aufser in D und P noch in [mm, — m (mn, — D] 
— m Punkten ©, welche die Schnittpunkte von Ru,tm mit w—=0 
sind, da die genannte Kurve m,-ter Ordnung alle Punkte des Mo- 
noids enthält, welche in der Ebene w—= 0 liegen. Es ist leicht 
einzusehen, dafs der durch die Ebene w —= 0 auf H ausgeschnittene 
Kegelschnitt die Kurve m=0 (d. h. die Projektion der R„ auf 
w= 0) in diesen Punkten © berührt. 

Wir haben bereits vorausgesetzt, dafs die R„,-+m, nicht der 
vollständige Schnitt von 5) und 21) sei. Wir wollen jetzt zeigen, 
dafs bei dieser Annahme die Restkurve in gerade Linien, also 
Erzeugende von AH zerfällt. Zu diesem Zwecke haben wir zunächst 
die Gleichung des über der vollständigen Schnittkurve stehenden 
Projektionskegels aufzustellen. Da alle aus 5) und 21) hervor- 
gehenden Gleichungen Flächen bedeuten, welche die vollständige 
Schnittkurve enthalten, gelangen wir zur Gleichung des gesuchten 
Kegels, indem wir w aus 5) und 21) eliminieren. Durch Ver- 
einigung von 5) und 21) folgt aber 


w la, y ES: uraE On] Sc er 0, 
und weiter ergiebt sich mit Rücksicht auf die Monoidgleichung 
G (lg Con —1 


a wen = Hm ne 
d. h. der gesuchte projizierende Kegel hat die Gleichung 
22) a RE RE ON Ei 
Da nun nach Voraussetzung AR, ein Teil der vollständigen 
Schnittkurve war, so folgt ohne weiteres, dafs 


22’) Con Sr Omi [aı ; Om — 4a Om-—ıl == Im ' £ 


sein mufs, wenn f„n=0 wie oben der projizierende Kegel der An 
und f'=0 der projizierende Kegel der Restkurve R’ ist, welche 
mit AR, den genannten vollständigen Schnitt ausmacht. Wir wissen 
nun, dafs fm für die Doppelstrahlen D doppelt verschwindet. Die 
linke Seite von 22”) aber verschwindet für diese Strahlen als die 
Schnittlinien von C„=0 mit Om}-,=0 auch nur doppelt, also 
kann f’ für diese Strahlen nicht verschwinden. Für die Strahlen 
nach P mufs dagegen f’ einfach gleich Null werden, da dies bei 
fm der Fall ist, und für die Strahlen $ mufs f’ doppelt ver- 
schwinden, weil es /„ nicht thut. Die Strahlen 5 sind demnach 
Doppelstrahlen des Kegels f=0. Um die Anzahl dieser Strahlen 
S zu finden, brauchen wir die oben definierte Zahl h, d. h. die 
Zahl der scheinbaren Doppelpunkte der A,„. Projizieren wir aber 
aus einem Punkte des Hyperboloids selbst, so hat die Projektion 
keinen Doppelpunkt, sondern nur einen m,-fachen sowie einen 
ms-fachen Punkt, und da diese mit 4 m, (m, —1) resp. 4 m, (m; — 1) 
Doppelpunkten aequivalent sind, ist die gesuchte Zahl der schein- 
baren Doppelpunkte 


h=4im, (m —]1) + tm; (m —]). 
Demnach ist die Zahl der Strahlen $ 
W" = (m) — m) (m, — 1) + h=Ht (m, — m;) (m — m; —]). 


Diese Zahl von Doppelsekanten kann aber ein Kegel (m; —m,)-ten 
Grades nur dann besitzen, wenn er in (m, — ms) Ebenen zerfällt. 
Die Restkurve A’ besteht also aus (m — m,) geraden Linien. 

Wir fassen zum Schlusse die Resultate in den folgenden Satz 
zusammen. 

„Die Projektion einer auf dem Hyperboloid ge- 
legenen Raumkurve Am,+m, ist eine ebene Kurve 
von der Ordnung (m, +m,), welche einen in (m, -+ m,) 
Punkten berührenden Kegelschnitt und 


h — 3 [m (m — 1) + m; (m; — 1)] 


Doppelpunktebesitzt. Ergänztman diese Projektions- 
kurve K„ durch (m —m,) Tangenten des Kegelschnitts 
zu einer Kgm,, So liegen die Schnittpunkte der Tan- 
genten, sowie die Doppelpunkte auf einer Kurve von 
der Ordnung (m, —1), welche auf jeder der Tangenten 
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noch m; Kurvenpunkte ausschneidet. Ferner kann 
durch die genannten Punkte (die letzten einbegriffen) 
eine Kurve m,-ter Ordnung X,„, gelegt werden, die auf 
der K„ die Berührungspunkte d&s Kegelschnitts und 
auf demKegelschnitt dieBerührungspunkteder Tan- 
sentensausschneidet, 

Zu diesem Satze mufs noch bemerkt werden, dafs wie über- 
haupt im vorangehenden die Voraussetzung gemacht ist, dafs die 
Raumkurve keine wirklichen Doppelpunkte besitzt. Fällt diese 
Beschränkung weg, so erleidet im besonderen die Geschlechtszahl 9 
eine Änderung. Wir werden später gelegentlich darauf zurück- 
kommen. 


ll. Abbildung zweier Hyperboloide aufeinander durch 
Abrollen. 


a) Bedeutung und Zusammenhang der verschiedenen 
Parameterdarstellungen; die dem Abrollen entsprechende 
Transformation. 


Die voraufgehenden Abschnitte geben uns alle Mittel an die 
Hand, welche wir zur Behandlung derjenigen Kurven brauchen, 
deren Punkte zur Deckung kommen, wenn zwei Rotationshyper- 
boloide in der eingangs gedachten Weise aufeinander abrollen. 

Setzen wir zunächst voraus, dafs beim Abwälzen auf eine 
Umdrehung des ersten Hyperboloids Z, auch nur eine Umdrehung des 
zweiten Hyperboloids #7, kommt, so entsprechen den Punkten eines 
Breitenkreises von A, eindeutig die Punkte eines Breitenkreises 
von A, und umgekehrt. Ebenso entspricht je einer Erzeugenden 
derjenigen Schar, welche zur Berührung gelangen, eine einzige Er- 
zeugende des anderen Hyperboloids. Wegen der Kongruenz der 
Hyperboloide sind dabei die Ebenen der zur Deckung kommenden 
Breitenkreise gleich weit vom Kehlkreise entfernt. 

Wir beziehen nun beide Hyperboloide auf je ein rechtwinkliges 
Koordinatensystem, dessen Anfangspunkt resp. z2-Achse mit dem 
Mittelpunkt resp. der Rotationsachse des Hyperboloids zusammen- 
fällt. Die zum System ZH, gehörigen Koordinaten mögen mit xyz, 
die zu H, gehörigen mit &n{Ü bezeichnet werden, und es mögen 
ferner die durch 20 ya 0TTep. Zehen sed 
gehenden Erzeugenden diejenigen sein, welche aufeinander fallen, 
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ehe das Abrollen beginnt. Über diese zur Deckung gelangenden 
Erzeugenden müssen wir hier folgendes einschalten. Jeder Er- 
zeugenden legen wir die Richtung bei, die von den negativen zu 
den positiven z-Koordinaten führt. Projizieren wir dann alle Er- 
zeugenden auf die Kehlkreisebene, so erhält auch jede Tangente 
des Kehlkreises eine bestimmte Richtung, und je nachdem diese 
Tangenten, vom Mittelpunkt aus gesehen, von rechts nach links 
oder von links nach rechts verlaufen, soll die entsprechende Er- 
zeugendenschar links- oder rechtsläufig heifsen. Die Anschauung 
lehrt dann unmittelbar die Richtigkeit des folgenden Satzes: 
„Beim Abrollen zweier Hyperboloide aufeinander 
können immer nur gleichartige Erzeugendenscharen 
zur Deckung kommen.“ Dabei ist es gleichgültig, ob innere 
oder äufsere Berührung der Flächen stattfindet. 


Jeder Punkt P, von H, ist nun nach Seite 8 f. durch den 
Parameterwinkel © und. die Höhe z bestimmt, wo a-© der Bogen 
war, den die durch P, gehende Erzeugende e, und der Punkt 
zt—=0, y=a, z2=0 auf dem Kehlkreis abgrenzen. Der ent- 
sprechende Punkt ?P, von H, hat dann erstens gleiche Höhe mit 
P,, d.h. für ihn ist {=z, und zweitens ist die durch ihn gehende 
Erzeugende der Berührungsschar durch einen Parameter bestimmt, 
dessen absoluter Wert gleich dem absoluten Werte von © ist. Das 
letztere ist sofort klar, wenn man bedenkt, dafs das Abrollen vor 
sich geht, indem die sich berührenden Hyperboloide mit gleicher 
Winkelgeschwindigkeit um ihre Achsen gedreht werden. Da aber 
diese Drehung in gleichem oder entgegengesetztem Sinne erfolgt, 
je nachdem sich H, und H, von innen oder von aufsen berühren, 
entsprechen sich auch Parameter von gleichem oder entgegen- 
gesetztem Zeichen, je nachdem innere oder äufsere Berührung 
statthat. Da bei kongruenten Hyperboloiden nur die letztere 
möglich ist, erhalten wir das Resultat: 

„Rollen zwei kongruente Hyperboloide aufein- 
ander ab und beziehen wir jedes auf das oben de- 
finierte Koordinatensystem, so kommt der durch die 
Parameter z und © charakterisierte Punkt 


£=200tT.cos 9 —asin®, y=zcotIsnO-+ac0osO, 2=2 


zur Deckung mit dem Punkte 


BEN 
&=2z0c0tT eos9®+asn® n7=—zcrtlsn®+acos® =; 


Ist demnach eine Kurve auf X, durch eine Gleichung zwischen 2 
und © gegeben, so finden wir die Gleiehung der entsprechenden 
Kurve einfach dadurch, dafs wir © mit (— ©) vertauschen. 

Ist ein Punkt P, von A, nicht durch © und z, sondern durch 
A und A (s. Seite 9) gegeben, und sind « und « die gleichartigen 
Parameter von P,, so gilt «= —4. Um weiterhin «’ zu finden, 
projizieren wir die durch F, gehenden Erzeugenden auf die Kehl- 
kreisebene. Die in der Kehlkreisebene gelegenen Punkte dieser 
Erzeugenden seien & und R, der Punkt 2=(0, y=a,2—=ß( sei 
durch A und die Projektion von P, durch P, bezeichnet. Dann 
ist X A0OQ=©' der eine und X AOR= gy' der zweite Para- 
meter von P,, oder was dasselbe sagt: es ist, 


“= tg14AÖ0Q und « —=tg4 AÖR = tgig). 


Bezeichnen wir aber die Strecken P,}Q = P,R durch %,, so 
haben wir 


0 +2 are tg 2 
und fo 2= co 14 


wie aus den Formeln auf Seite 9 unmittelbar hervorgeht. 
Damit folgt weiter, da tg4 © — « ist, 


O — 
tg +2 
"(40 t wagt) — a 


oder nach Substitution der Werte von x und %, 
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d. h. 


„Einem auf dem Hyperboloid H, durch die Para- 
meter A und 4 bestimmten Punkte entspricht auf 
dem Hyperboloid #4, ein Punkt mit den Parametern 
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Diese Entwicklungen gelten für kongruente Hyperboloide. Im 
allgemeinen aber ist die Bedingung gestellt, dafs das zweite Hyper- 
boloid A, n Umdrehungen macht, während A, nur eine solche 
vollendet. Diese Bedingung ist jedoch identisch mit der, dafs A, 
sich mit einer »n-mal so grolsen Winkelgeschwindigkeit bewegt als 
H,, oder dafs die zu gleichen Zeiten gehörigen Drehwinkel im 
Verhältnis 1:» stehen. Mithin haben wir die Beziehung 


0 —=n-®, 


wenn diejenigen Erzeugenden zur Deckung gelangen, die von den 
Parametern © resp. ©’ abhängen, und da bei n>1 sowohl innere 
als äufsere Berührung möglich ist, kann man unter » eine positive 
oder auch negative Zahl verstehen. 

Der Zusammenhang zwischen @ und © ist auch im all- 
gemeinen Falle ein ganz ähnlicher wie oben. Die Änderung besteht 
allein darin, dafs für A, die Bestimmungsstücke a, und T, (Ss. Seite 6) 
auftreten, und dafs infolgedessen nicht mehr © =, sondern 
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T, 
ist. Setzen wir noch zur Abkürzung Tr — k, so ergiebt sich dem 


Obigen entsprechend 
po = © + 2arctg = 


und 
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oder vereinfacht 
rl HAN) — ak (A— X) 
u(+HAN) + ak: n(A—X) 
Diese Formel drückt x’ erst dann durch A und A’ aus, wenn 
auch % durch diese Parameter ersetzt werden kann. Die zwischen 
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%, A und A’ bestehende Beziehung ist also jetzt noch abzuleiten. 
Aus ©' =n-© folgt aber 


„=ig - — tg (a2) 


undda/i=tig n ist, so ist unsere Aufgabe gelöst, sobald wir die 


Tangente eines n-fachen Winkels als Funktion der Tangente des 
einfachen Winkels schreiben können. Diese gesuchte Relation 
kann nun in folgender Weise aufgestellt werden. 

Setzen wir n zunächst als gerade voraus, so haben wir die 
bekannten Entwieklungen*) 


n (n? — 2?) 


sin (na) = (— 1) Fsinacose —n + 31 oa) 
28) n? (n? 1er 92) 
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cos (ne) = (—1)2 1 _ 5; co? a+ ulm at: |) 
wo die Klammerausdrücke immer nur Potenzen von cos ?« enthalten 
und zwar die Klammer von sin (n«) als höchste Potens cos”—«, 
die von cos(n«) als höchste Potenz cos*« besitzt. Ziehen wir vor 
beide Klammern den Faktor cos”«, so bleiben in diesen Reihen, 
welche nur Potenzen von sec?« oder, da see?«—=1-+ tg ?« ist, 
nur Potenzen von tg ?a@ enthalten. Durch Division beider Aus- 
drücke findet sich dann 


24) ig (ne) — 
iga | — a DE — m. Be a) 124198 Be 
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(1 +HigPa)a— Sr ‚a +1g?a) 2 a = IA + tg? 0)?” 


Ganz ähnlich gelten bei ungeradem » die Gleichungen 
N n?— 1? 
sin (ne) = (— 1) 2 sin« 1 Re: On | 


n—1 en 
cos (ne) = (— 1) 2 cos a |n — . De or | 


und wenn wir diese Formeln durcheinander dividieren und in der 
obigen Weise statt des Cosinus die Tangente einführen, so ergiebt 


*) Vergl. Sohnke, Aufg. a. d. Diff.-Rechn. pag. 75ft. 
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sich für tg(n«) ein dem obigen der Form nach ganz ähnlicher 
Wert. Wir haben mithin das Ergebnis: 

„Ausdertrigonometrischen Tangente einesWinkels 
findet man die Tangente des n-fachen Winkels durch 
eine Gleichung von der Form 


n—2 ll 
tg (na) — tg (a ne us Da tg (na) =tga - 180), 
> (t& @) 2(tg ce) 


je nachdem n gerade oder ungerade iist. Dabei sind F 
und ® Funktionen von iga, deren Grad mit dem oben 
beigefügten Index übereinstimmt.“ 

Die Specialisierung dieser Formeln für « 2 liefert für das 
gesuchte x den Ausdruck 


® 
== ee bezws u ==ı4, u 
Fr () ®; (0) 


je nachdem n gerade oder ungerade ist. 

Für jeden besonderen Wert von » können natürlich diese 
Funktionen F bez. ® berechnet werden; hier kommt es uns zu- 
nächst nur auf ihren Grad an. 

Substituieren wir nun den erhaltenen Wert von x in die 
Formel für «’, so geht diese über in eine Beziehung zwischen 
“, A und A’ allein, und wir finden: 

„Einem Punkte 4 A’ des Hyperboloids Z7, entspricht auf Z; 
der Punkt 
F\ (A) Mall HAN) FL — ak (A—A) F; 
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bezw. 
®D, (A) N aA HAN) D, — ak(A — nn ®D, 
a(l+AN)D,;, + ak(A—N)A®, 
bei geradem bezw. ungeradem nr.“ 
Ist jetzt auf dem Hyperboloide H, eine Kurve durch eine 
Gleichung zwischen x und x’ gegeben, so setzen uns diese Trans- 
formationsformeln sofort in den Stand, die Gleichung der auf 4, 


befindlichen entsprechenden Kurve hinzuschreiben. Denn sobald 
Binder, Abbildung zweier Rotationshyperboloide. 3 
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wir die obigen Werte von « und «’ in die gegebene Gleichung ein- 
setzen, entsteht eine neue Gleichung zwischen A und A’. Dieses 
einfache Substitutionsverfahren ist nicht mehr anwendbar, wenn 
auf A, eine Kurve durch ihre Gleichung zwischen A und A’ ge- 
geben ist. Um deshalb den Grad der entsprechenden Gleichung 
zu bestimmen, müssen wir unsere Aufgabe entsprechend formulieren. 
Um nämlich aus der Gleichung zwischen A und A’ die Gleichung 
zwischen x und x’ zu finden, ist es nicht nötig, A und 4 wirklich 
auszurechnen; vielmehr genügt es, aus der Kurvengleichung und 
den Transformationsformeln A und 4’ irgendwie zu eliminieren. 
Diese Aufgabe hat aber der nächste Abschnitt zu lösen. 


b) Ordnung und Singularitäten entsprechender Raum- 
kurven. 


Der im Vorangehenden gegebenen Ableitung der Trans- 
formationsformeln entsprechend können wir die untersuchte Ab- 
bildung darstellen durch zwei Gleichungen von der Form. 


25) [a(1+AM) + ak- (A —N)]a —= ar (l+AN) — ak(A— X) 
und 
26) N 


wo F' eine ganze rationale Funktion von A und x ist, die in A vom 
Grade » und in x linear ist. Ist aufserdem auf A, eine Kurve 


27) f (hm, Nm) — 0 


gegeben, wo f eine ganze rationale Funktion m,-ten bez. m,-ten 
Grades von 4 bez. A’ ist, und wir sollen die Gleichung der Bild- 
kurve finden, so müssen wir, wie schon erwähnt, A und A’ aus 25), 
26) und 27) eliminieren. Um bei dieser Elimination durch die An- 
wendung allgemeiner Regeln*) für den Grad der Endgleichung keine 
zu grofse Zahl zu erhalten, wollen wir uns diese Elimination in 
folgender Weise ausgeführt denken. Aus der Gleichung 25) drückt 
sich A’ in der Form aus: 


*) Z.B. durch Anwendung des Satzes: Die Resultante ist eine homogene 
Funktion vom Grade v-w in den Koefficienten der ersten, vom Grade u-w in 
denen der zweiten und vom Grade %-v in denen der dritten Gleichung, wenn 
die Gleichungen der Reihe nach vom Grade u, v und w sind. Vergl, Salmon, 
Algebra d. lin. Transf. p. 88. 


An 


yia p (A, x, x) 

(d2) (A, %, “) 
d. h. A’ ist der Quotient zweier Funktionen, die beide in A, x und 
x linear sind. Setzen wir nun 25’) in 27) ein, so kommt eine 
Gleichung von der Form 


27) fü (Amıt ms, nme, x ”2) ea 0, 


und es bleibt nur noch übrig, aus 26) und 27’) A zu eliminieren. Von 
der Resultante dieser letztgenannten Gleichungen ist aber bekannt, 
dafs sie vom Grade n in den Koeffieienten der ersten und vom 
Grade (m, + m;,) in den Koefficienten der letzteren ist, und da diese 
Koeffieienten wieder «x und x’ in den Graden 1 und 0 bez. m, 
enthalten, so erkennt man, dafs aie gesuchte Resultante oder also 
die gesuchte Kurengleichung in « vom Grade [(m} + mg) + n- mg] 
und in «’ vom Grade n-m; ist. Es gilt demnach folgender Satz: 

„Rollen zwei Rotationshyperboloide derart aufeinander ab, 
dals sie sich immer längs einer Erzeugenden berühren, und dals 
auf eine Drehung des ersten 2 Umdrehungen des zweiten kommen, 
so gelangen die Punkte einer Raumkurve R„,-+n, auf der ersten 
Fläche 77, mit den Punkten einer Raumkurve Ron + mat n - m) tn: ma 
auf der zweiten Fläche 7, zur Deckung, welche die Erzeugenden 
der einen Schar in [»2, + (rn +1) m;] und die Erzeugenden der 
anderen Schar in %-%2; Punkten trifft, und zwar werden die beim 
Abrollen zur Berührung gelangenden Erzeugenden auf HZ, m;-mal 
und auf 4, n-m;-mal geschnitten.“ 

Ist die Originalkurve nicht auf Z, sondern auf H, gegeben, 
so ergiebt sich die Gleichung der Bildkurve einfach dadurch, dafs 
wir die Werte von x und «’ in die gegebene Gleichung einsetzen. 
Durch Ausführung dieser Substitution ergiebt sich aber ohne 
weiteres als Ergänzung des Voranstehenden der Satz: 

„Bei dem oben definierten Abrollen zweier Rotationshyper- 
boloide 7, und H, entsteht aus einer auf 7, gegebenen Kurve 
(m, + m;)-ter Ordnung Ru.,+, auf H, eine Raumkurve RAin . mı + 
(n +1 ms] + m; von der Ordnung [r m, + (n+2)m;], wobei die zur 
Deckung kommenden Erzeugenden von beiden Kurven in je 9%; 
Punkten getroffen werden.“ 

Damit ist Ordnung und Art der entsprechenden Kurven ge- 
funden. Trotzdem aber sind wir noch nicht imstande, aus diesen 


Zahlen die Singularitäten zu berechnen. Die vorliegenden Kurven 
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nämlich zeigen immer eine feste Anzahl vielfacher Punkte, auf 
deren Beachtung wir durch folgende einfache geometrische Über- 
legung hingelenkt werden. 

Jede Parallelkreisebene schneidet eine auf H, gegebene R,, -+ ms 
in (m +m,) Punkten, und diese werden auf 4, wieder in dieselbe 
Zahl von Parallelkreispunkten abgebildet; oder, was dasselbe sagt, 
die der Rm,+ms; entsprechende Raumkurve von der Ordnung 
[m] +(2n+1)m;] wird scheinbar von jeder Parallelkreisebene in 
(m, + Ms) Punkten .getroffen. Da dies unmöglich ist, und da alle 
Breitenkreise die beiden Punkte gemeinsam haben, in denen das 
Rotationshyperboloid den imaginären Kugelkreis berührt, so mufs 
die Raumkurve auf H, notwendig durch jeden dieser Punkte 
n-Ms-fach hindurchgehen, damit auf jedem Parallelkreise die vor- 
geschriebene Zahl von Kurvenpunkten zu finden ist. — Ist um- 
gekehrt eine Ay, auf H, gegeben, so zeigt sich analog, dafs 
die Bildkurve auf A, in jedem der genannten imaginären Kreis- 
punkte einen m;-fachen Punkt besitzen mufs. 

Auch diese Punkte aber sind wiederum nur in dem letzt- 
genannten Falle die einzigen vielfachen Punkte der Bildkurve. 
Denn liegt die Bildkurve auf H,, so macht sie n Umläufe um die 
Fläche, wenn die Originalkurve einen macht. Dadurch mufs 
mindestens eine (n—1)-fache Selbstdurchschneidung der Kurve ein- 
treten, so dafs zu den imaginären vielfachen Punkten immer noch 
reelle Doppelpunkte hinzukommen. Überdies bietet auch eine 
wirkliche Darstellung der Bildkurvengleichung nur in dem Falle 
keine Schwierigkeit, wo die Bildkurve auf H, liegt, und deshalb 
soll hier nur für diese Abbildung der Verlauf der Bildkurve 
in den m;,-fachen imaginären Kreispunkten analytisch und ein- 
gehend untersucht werden. Diese Untersuchung, welche nötig ist, 
um zu bestimmen, für wieviel Doppelpunkte die beiden m.,-fachen 
Punkte zählen, gestaltet sich nun folgendermafsen. 

Ist auf 4, eine Raumkurve R,,-+ns durch ihre Gleichung 
zwischen «x und « gegeben, so finden wir die Gleichung der Bild- 
kurve durch die Substitution der auf Seite 33 entwickelten Werte 
von x und «, und wir erhalten dadurch eine Gleichung von der Form 

a (1 +AN)AF, — ak (A— 4) F,]|" 
= da er ea 


_ er 
+ Em ni An 


Bee, 


oder nach Beseitigung der Brüche 


[ı IHM) APR —akA—A) PR" PB, Ar, PF)+ 
+ [a A+AN) F, + ak(A—N)AF,]"® - #,,(AF), Fr) =, 


wo die 7 canze homogene Funktionen m,-ten Grades in den 
Variabeln AF, und 7, sind. Die Form der letzten Gleichung zeigt 
ohne weiteres, dafs dieselbe erfüllt wird durch die Wertepaare 
2 r20e- v1) und da z.B. für 4 ==: die letzte Gleichung 
übergeht in 
28) (A — om - (ia, -AFR —akF,em P, +: 
+ [la F% + akAF, ]”: = Los =—— 0, 

so übersieht man weiter, dafs die genannten Wurzelpaare m,-fache 
Wurzelpaare sind. Dafs nun diese Parameterpaare A=Y=+Hi 
wirklich den beiden imaginären Kreispunkten entsprechen, geht 
aus den Werten der rechtwinkligen Koordinaten 

nl AHNV ._ 1-M EUER TEN 
IT eg eey  Eragr 


hervor. Denn aus diesen folgt 
wW=1tiN=0 


als Gleichung des unendlich fernen Kegelschnitts, und wenn wir 
diesen mit der unendlich kleinen Kugel 


2 
+ yP+2= [AR + AAN) + AR) tg’T] = 0 


schneiden, erhalten wir als Parameter der Schnittpunkte A = —=+:. 
Diese Schnittpunkte sind aber eben die imaginären Kreispunkte. 
Dem vorangehenden entsprechend können diese Punkte natürlich 
auch als Schnittpunkte zweier imaginärer Erzeugender angesehen 
werden; da dieselben aber zugleich die gemeinsamen Schnittpunkte 
sämtlicher Parallelkreise sind, so liegt es nahe, die letzteren als 
Koordinatenlinien einzuführen, falls wir den Verlauf der Bildkurve 
in den genannten m,-fachen Punkten genauer untersuchen wollen. 
Um bei dieser Transformation den Kreispunkten reelle Parameter 
zuzuordnen, vermitteln wir dieselbe durch die Formeln 
ak A—N DE 
29) nee AenNFu 
oder 


ee 
i . aku — Aw 
29‘) An Te chl, W=i ak — au 


Dann nimmt die Kurvengleichung 28) nach Ausführung der Trans- 
formation die Form an: 


Bear. w 
E ak — a, * uw ) a), | 


; +), te en a Eu: 


Mit Rücksicht auf die Definition von F} und 7, ist aber*) 
FH tUF, = +Ü)® oder (7, KBUR,) = 179% 
A=iu 


mg 


(Fo) ch 


iu 


so dafs der Ausdruck in der geschwungenen Klammer in folgender 
Weise geschrieben werden kann: 


| a SR 7 SE. 2 (1) | SR, +... 


—+ (F in, Si v (u + 1) AR), Bea... m 


= N tar Harn, "eo, + 


A=tu 
Hard, |” em,_,t 


Die Gleichung der transformierten Kurve zerfällt somit in die 
beiden Gleichungen 
31) - 9" [FAFH+WFD (PR). Flut: + 
to @rDah), „Fo. 
und 
31) a" —0. 
Die letzte Gleichung zeigt, dafs sich bei der angewandten 
Transformation für jeden m,-fachen Punkt je eine gerade Linie 


Mg-fach absondert, was sieh sofort erklärt, wenn wir die Trans- 
formationsformeln näher betrachten. Im allgemeinen nämlich ord- 


cosn« , ‚sinn« 
NE ee 
COSN« — COS NR« 


*) Nach dem Moivreschen Satz ist nämlich (l+itg«" = 


Hg 


nen dieselben jedem Punkte AA’ einen einzigen Punkt uw eindeutig 
zu; nur in zwei Punkten erleidet die Eindeutigkeit der Trans- 
formation eine Ausnahme, und dies sind die beiden imaginären 
Kreispunkte A=4=+:. Für diese wird « unbestimmt, d. h. beliebig 
und u=+t:i. Bei einer punktweisen Transformation einer Kurve 
mittels der obigen Transformation sondert sich also für jeden 
Durchgang der Kurve durch einen der Kreispunkte eine der ge- 
nannten Geraden ab. Unsere letzten Kurvengleichungen zeigen 
somit, dafs die Kreispunkte »m;-fache Punkte sind; sie zeigen aber 
gleichzeitig die Art dieser Punkte. Betrachten wir nämlich einen 
Punkt, der unendlich nahe an einem der Kreispunkte, etwa 
A=N—=-i, gelegen ist, so sind dessen Koordinaten dargestellt durch 
i+dA und ©+d#, wenn dA und dA’ die zugehörigen Differentiale 
der Parameter A und 4 sind. Durch die Transformation wird 
diesem Punkte zugeordnet der Punkt 


 _ 44 

en ‚__ _ ak did ak dia 
ET a aeriktdasbdR wel 1, 1 
dA 


Sind mithin dA und dA unendlich klein, so wird u=]1, und es 
nimmt « einen bestimmten Wert an, der sich nur mit dem Werte von 


r 


ne ändert, so dafs also jeder Richtung, in welcher wir auf den 
imaginären Kreispunkt A=X—=-+i zuschreiten, ein bestimmter 
Punkt der Geraden u=]1 eindeutig zugeordnet wird. Jeder mz- 
fache Punkt mit lauter getrennten Tangenten wird daher aufgelöst 
in m, getrennte Punkte. 

Anders ist es, wenn nicht getrennte, sondern sich berührende 
Zweige durch einen der Kreispunkte hindurchgehen. Um auch 
hier die Verhältnisse zu übersehen, denken wir uns jeden Zweig 
dargestellt durch eine Reihenentwicklung von der Form 


di 1 |deX 1 |as7 


R 2 . 2 En Ten 
a oe ine 
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32) Kit 


wo AA—=A—i ist, und wo in den Differentialquotienten A=: ge- 
setzt sein soll. 

Ist dann der Kreispunkt ein Punkt, in dem sich sämtliche 
Zweige g-fach berühren, in dem also (9-1) Nachbarpunkte zu- 


sammenfallen, so stimmen die Reihen für die einzelnen Zweige bis 
zum g-ten Differentialquotienten, also bis zum Faktor von 427 über- 
ein, d. h. die Zweige fallen zusammen, solange wir nur solche 
Punkte in Betracht ziehen, die so nahe an dem betrachteten Kreis- 
punkt liegen, dafs die (g-+ 1)-te Potenz von 7/4 vernachlässigt 
werden darf. Substituieren wir nun den Wert A=:+44 und 
den Wert 32) in die erste Gleichung 29), so erhalten wir 


ad? 


Ur PLZ = = E )r-4 2:72 ee RL 
a (14 dA ) + + EHE )AR+... 
oder — wenn wir noch beachten, dafs 4A ==: Au ist — 
2V ı 487! 
Be 2 r a zo Be. en Auf: 
= ern (% +23 Ze: a 


als Gleichung des dem Zweige 32) entsprechenden Zweiges der 
transformierten Kurve in dem Koordinatensysteme uw. Man sieht, 
dafs die Zweige der transformierten Kurve nur bis auf den Faktor 
von 442-1 übereinstimmen, wenn dies vorher bis auf den Faktor 
von 442 der Fall war. Da bei der Transformation die Zahl der 
Zweige nicht geändert wird, erhalten wir den Satz: Ein Punkt, 
in dem sich beliebig viele Zweige der Kurve gq-fach 
berühren, wird abgebildet in einen Punkt, ın gem 
sich ebensoviele Zweige der transformierten Kurve 
(9—1)-fach berühren. 

Nun zeigt die Gleichung 28), dafs die ursprüngliche Kurve 
den Punkt A—=4=i als m,-fachen Punkt besitzt, und es tritt 
ferner in der transformierten Gleichung 31) der entsprechende 
Punkt u=w=1 wieder als m,-facher Punkt auf, jetzt jedoch so, 
dafs in der eckigen Klammer die »-te und nicht wie erst die (n+ 1)-te 
Potenz von u bezw. A die höchste ist. Zugleich läfst sich er- 
kennen, dafs die nochmalige Ausführung einer Substitution von 
der Form 29), also etwa der Substitution 


„om —y 
== — 
u D u 123,5 


’ 


ergeben würde: 


ET N 
Br 


1 — vw 


Deu ln et a 
Diese Werte lehren aber, dafs der vorhandene »m,-fache Punkt 
wieder in einen solchen übergeführt wird, dafs aber jetzt in der 
eckigen Klammer (1+»’) und (1»)*-1 als miteinander vergleich- 
bare Potenzen auftreten. So können wir es durch fortgesetzte 
Substitutionen von der Form 29) schliefslich dahin bringen, dafs 
in den eckigen Klammern die durch den gestrichenen Buchstaben 
charakterisierte Variable mit einer Konstanten vergleichbar wird, 
d. h. wir können die Kurve 28) durch (n-+1) successive Sub- 
stitutionen von der Form 29) in eine Kurve überführen, die keinen 
m;-fachen Punkt mehr besitzt. Vereinigen wir dieses Ergebnis 
mit dem Satze über die Transformation sich berührender Kurven- 
zweige, so erkennen wir, dafs die Kurve 28) durch jeden 
imaginären Kreispunkt m; Zweige hindurchschickt, welche 
sich untereinander n-fach berühren, d. h. (n+1) benachbarte 
Punkte gemein haben. 

Dieses Resultat können wir durch ein zweites Untersuchungs- 
verfahren verifizieren. 

Wir verschieben zunächst das Koordinatensystem nach dem 
zu untersuchenden Punkte (etwa wieder A=4==:) mittels der 
Formeln 


33) A\=u-+tit, W=wW-+i, 
wodurch die Kurvengleichung 28) übergeht in 
a (ee ++) RA. aan) Falım.ad 
Bolzen tr: + 1a, (u + lu + wW))|F3|,;_ 4, + eku—w)- 
[RE [ame | Em 2-40. 
Diese Gleichung aber läfst sich in der Form schreiben 
1a, (u +ilu+w))-| Pa +iAR, rar — 9) 
+ (ia,uw— a, (u+ w)—ak (u) Polar LEO TER 2: 
+ 1a, (u Hit) | Fatih our 
— (day up — a, (u+w)—ak(u—w))-|AF ur) Pmlazu. 0: 
Dabei ist 
er eye lH ar =: 


34) 


N 


Machen wir daher die Substitutionen 
35 iur, A,uwW+t ia, (u+ w)+iak (u— u) =akv, 
so folgt 
; „er +2» + vv’ — 92 
a, (u +i[u + wW])= aı ak ra sane 
und die Kurvengleichung geht über in 
11 ‘a, ak (iv + 2» + w — v?) - »" + iakv (a,v — [a, — ak]): 


N a 


36) A=ill-») 
+14, ak (iv + 2» + ww’ — v?) vr —i-akv (a5v — [aı — ak])- 
EEE 


Vor einer weiteren Diskussion dieser Gleichung mufs jetzt die 
Bedeutung erwähnt werden, welche die ausgeführte Transformation 
für das Hyperboloid besitzt. Da «u nur mit —i»v vertauscht ist, 
und da die Gleichung 

Au + ia, (u +w)+Tak(u — u) = akr 

für jeden bestimmten Wert von »’ einen imaginären Parallelkreis 
des Hyperboloids bedeutet, so sehen wir, dafs die Koordinaten- 
linien jetzt nur noch durch die eine Erzeugendenschar und über- 
dies durch die Kreisschar gebildet werden, und dafs alle Punkte 
eindeutig transformiert sind. Wir haben somit in den » und v’ ein 
durchaus eindeutiges Koordinatensystem der Fläche. Um nun zu 
überblicken, in welchen Potenzen » und »’ in der Kurven 
36) auftreten, schreiben wir diese in der Form 


W(E-1)iR k=1-n + 71% im mt) 


— Bimntt + inntelt Bares: 

ak Se 

+ la KA SEN e ‚—»laRltm—irt) 
a 0 


Da hierin |AF,|a=sa-,, und |Fy |a=ia-,, ganze rationale Eine 
tionen n-ten Grades und die |) sämtlich ganze rationale Funk- 
tionen m,-ten Grades von » sind, reduziert sich die letzte Gleichung, 
wenn wir nur die Umgebung des untersuchten Kreispunktes, d. h. 
des gegenwärtigen Nullpunktes, in Betracht ziehen. Denn nehmen 


KRENEAD pe 


wir v und v’ so klein an, dafs v’ nur bis zur ersten und » nur 
gerade bis zur (n+ 1)-ten Potenz zu berücksichtigen sind, so können 
wir auch die Produkte vv’, v2’ u.s.w. vernachlässigen und unter 
diesen Voraussetzungen die Kurve 36) folgendermafsen darstellen: 


10 —2 Bus EEK, Mer + low +i2 PIE Ka 0, 


WO 69, €, Ko, Kr’ Kun, blofse Konstante sind. Diese letzte 
Gleichung besitzt aber, da sie homogen in Bezug auf die beiden 
Ausdrücke in eckiger Klammer ist, m, verschiedene Wurzeln, 
CV — 2ivrt 
Gy + 2yr+l 
d. h. die linke Seite der letzten Gleichung kann in m, Faktoren 
von der Form 


1 (Cor + 2iv" +) — O, (cv +2 vH) h=1,2:.--Ms 


1 
als Unbekannte betrachten, 


sobald wir den Quotienten 


zerlegt werden, wo die ©, wiederum Konstante sind. Dies be- 
deutet geometrisch, dafs die Kurve 36) sich in der Nähe des Kreis- 
punktes in m, Zweige auflöst, die in erster Annäherung durch je 
eine der Gleichungen 


(G— cı OH) —2(lk + CO)" ti=0, h— 1,2229 


dargestellt sind. Die Form dieser Gleichungen lehrt aber, dafs 
diese Zweige unter sich und mit der »-Koordinatenachse eine 
n-fache Berührung eingehen, dafs sie also den Kreis 

au + ia, (ut u) tiaku— ()—0 
sämtlich n-fach in dem betreffenden imaginären Kreispunkte be- 
rühren. Da für den zweiten imaginären Kreispunkt immer nur 
+? mit — i zu vertauschen ist, haben wir damit das bereits ge- 
gefundene Resultat über das Verhalten der transformierten Kurve 
in den imaginären Kreispunkten bestätigt. 


Auf Grund dieser Untersuchung über den Charakter der viel- 
fachen Kreispunkte ist es nunmehr möglich, auch die übrigen 
Singularitätenzahlen der auf H, liegenden Bild- 
kurven zu berechnen. Läfst man nämlich m,-fache Punkte der 
obigen Art mit lauter sich berührenden Zweigen durch Zusammen- 
rücken von m,-fachen Punkten mit getrennten Zweigen entstehen, 
so sieht man, dafs jeder Kreispunkt für (n + 1) ms-fache Punkte 
zählt, und da wieder jeder m,-fache Punkt mit # m, (mg — 1) 


rue 


Doppelpunkten gleichwertig ist, so gelten unsere beiden imaginären 
Kreispunkte für (a + 1) ms; (m; — 1) Doppelpunkte. Berücksichtigen 
wir diese Punkte, so hat nach dem Früheren die betrachtete Bild- 
kurve R’ den Rang 


an - mM; + 2 (n-+ 1) ms, 
und die Klasse derselben ist 
3 [2 n - mm — n (m — M,)]. 
Weiter ergiebt sich als Zahl der scheinbaren Doppelpunkte 
3 [Inm, + (n + 1) mg] [n - m, + (n + D) mg; — 1] + 4m, [m; — 1], 
und das Geschlecht der R ist 
[n - mı — 1]: Im; — 1]. 


Eine naheliegende Frage ist, ob man als Bildkurven alle mög- 
lichen Kurven der betreffenden Art erhalten kann oder nicht. Da 
aber die Bildkurve von der Art Rum-+m-+1Dms-tm; 1St und über- 
dies in den beiden imaginären Kreispunkten zwei m,-fache Punkte 
der oben untersuchten Art besitzt, ist sie bestimmt durch 


N-MMa + NM; + My 
Punkte, während bereits 
MMg + My + Ma 


Punkte zur Bestimmung der ÖOriginalkurve Au,+m; genügen. 
Durch die Entstehungsart sind somit (n—1) m, (ms+1) 
Punkte von den sonst willkürlichen Punkten bereits 
bestimmt. 

Mit der Eigenschaft der Bildkurven in den imaginären Kreis- 
punkten Singularitäten zu besitzen, hängt es eng zusammen, dafs 
die Ordnung der Bildkurve niedriger wird als im allgemeinen 
Falle, wenn die Originalkurve selbst schon durch die Kreispunkte 
hindurchgeht. Tritt das letztere nämlich ein, so hat die Original- 
kurve notwendig eine Gleichung von der Form 


® (ee 3 “)=0, 

1l-+ xx | 

wo ® eine ganze rationale Funktion der beigefügten Argumente 
n—r 


ag im Grade 


ist. Enthält aber diese Gleichung das Argument 


BU 


p, x im Grade q und «’ im Grade r, so ist jeder Kreispunkt ein 
p-facher und die Art der Originalkurve ist charakterisiert durch 
die Zahlen m =P-+g, m; —=p-+r. Nach der oben entwickelten 
Regel würde demnach die Ordnung der Bildkurve 


ro td + Rn +De+rn]) +r+r=2(n+V)p+nga+n+2)r 


sein. In Wirklichkeit ist sie jedoch niedriger. Setzen wir näm- 
lich in der Gleichung ® —=0 für A und X die Werte ein,.so er- 
giebt sich 

1—% ok Ah 


| 


Er 
so dafs die Gleichung der Bildkurve die Argumente on im 
Grade p, Be im Grade q und FA HA) -ak(A—A)E, 


F, aFs(1 +4) + ak(A—A)AF, 
im Grade r enthält. Für die Bildkurve wird also m’ =p-+ ng —+ 2r 
und m’ —=p-+r. Die Ordnung der Bildkurve ist somit 


(@p-+ng-+-3r), 


also können wir sagen: 

„Hat die auf 4, gegebene. Originalkurve in jedem 
imaginären Kreispunkt einen p9-fachen Punkt, so ist 
die Ordnung der Bildkurve um (r — 1)m;+p niedriger 
als im allgemeinen Falle, denn sie ist n-m, + Img. — 
n+1)p.“ 

Da p höchstens gleich m, werden kann, ist [n-m, - (n— 2) ms] 
die niedrigste Ordnung, welche man der Bildkurve auf die an- 
sedeutete Weise geben kann, wenn m, + m, die Ordnung der 
Originalkurve ist*). Mithin ist die Ordnung der Bildkurve 
mindestens um (n — 1)- (m, — m,) gröfser als die der Original- 
kurve. Dieser letzte Wert zeigt aber, dafs die Ordnung der Kurve 
bei der vorliegenden Abbildung in zwei Fällen erhalten bleibt, 
sobald p = m, vorausgesetzt wird. Erstlich nämlich haben wir 
den Satz: 

Schneidet die Originalkurve die Erzeugenden beider Scharen 
in m, Punkten, und geht sie zugleich durch jeden imaginären Kreis- 
punkt m,-mal hindurch, so ist die Bildkurve von derselben Ordnung 


*) Vorausgesetzt, dafs der p-fache Punkt lauter getrennte Tangenten hat. 


und Art. Die oben angegebenen Gleichungen der betreffenden 
Kurven zeigen aber, dafs unter den letzten Voraussetzungen 
Original- und Bildkurve in je m, Parallelkreise zerfallen. Es giebt 
also keine eigentlichen Kurven höherer Ordnung, 
deren Bild von der gleichen Art wäre. 

Zweitens kann aber der Grad der Bildkurve dadurch gleich 
dem Grade der Originalkurve werden, dafs n—=1 wird, und auf 
diesen Fall werden wir später einzugehen haben. 

Zum Schlusse dieses Abschnittes sei hinzugefügt, dafs die 
Bildkurve 


4 [3 n - mm, — nm, + (n — 1) mg] 
stationäre Ebenen besitzt, und dafs sie von 
2n-m, (Mg — 1) 
Erzeugenden der Berührungsschar und von 
2n-m;(mı + 1) 


Erzeugenden der anderen Schar berührt wird. 

Endlich ist zu bemerken, dafs die Ergebnisse dieses Ab- 
sehnittes ihre Gültigkeit völlig behalten, wenn wir die beiden 
Rotationsflächen affın transformieren, d.h. wenn wir zwei beliebige 
Hyperboloide durch die betrachteten Substitutionsformeln aufein- 
ander abbilden. 


c) Zeichnerische Darstellung der Bildkurven. 


In dem folgenden Abschnitte soll gezeigt werden, wie sich 
aus dem gegebenen Bilde einer beliebigen Kurve das entsprechende 
Bild der entsprechenden Kurve entwickeln läfst, und wie man mit, 
Bezugnahme auf eine feste Ebene die Lage von Tangente und 
Schmiegungsebene so angeben kann, dafs eine Darstellung der- 
selben durch Zeichnung keine Schwierigkeit mehr bietet. 

Da es uns hierbei hauptsächlich auf die gleichzeitige Kon- 
struktion von Tangente und Schmiegungsebene ankommt, wollen 
wir die Beziehungen zwischen perspektiven Bildern der entsprechen- 
den Kurven übergehen und uns sogleich den orthogonalen Pro- 
jektionen zuwenden. Zuvor freilich müssen wir noch die Be- 
dingung vorausschicken, welcher a, und I‘, genügen müssen, wenn 
auf eine Umdrehung des ersten Hyperboloids n solche des zweiten 


kommen sollen. Die nähere Betrachtung des Abrollens zeigt 
nämlich, dafs bei demselben naturgemäfs die kürzesten Abstände 
zwischen je zwei benachbarten Erzeugenden der zur Deckung ge- 
langenden Schar aufeinander zu liegen kommen. Damit also der 
gedachten Bedingung Genüge geleistet wird, mufs die Summe aller 
kürzesten Abstände der Erzeugenden bei HZ, n-mal so grofs sein 
als bei H,. Jeder einzelne Abstand wird aber erhalten, indem 
man das entsprechende Bogenelement des Kehlkreises mit sin 
bezw. sin I) multipliziert. Demnach lautet die gesuchte Relation 
2rr-asinl —=n-2rsr-a,sinl‘, oder 

a sin I\ 
a, sin I 


Nach dem Früheren (Seite 6) besteht aber bereits die Beziehung 
a "ct | 


4 tr’ 
sodafs sich ergiebt 

cosT 

BOB 


Bei gegebenem a und !'a, und T, so zu finden, dafs sie den 
beiden Bedingungen genügen, hat durchaus keine Schwierigkeit. 

Ein für die Zeichnung der orthogonalen Projektionen wichtiges 
Resultat ist in der letzten Relation eos!’ = n-cosT, enthalten. 
Ist nämlich auf A, eine Kurve gezeichnet, so ist jeder Punkt der- 
selben bestimmt durch eine Erzeugende und den Abstand e, den 
er vom Schnittpunkt dieser Erzeugenden mit dem Kehlkreis hat. 
Projiziert man nun die Raumkurve auf die Ebene des Kehlkreises, 
so ist e-cosT’’=t die Länge der Tangente, welche man von der 
Projektion des betreffenden Kurvenpunktes an den Kehlkreis legen 
kann. Dem Vorgange des Abrollens gemäfs schneidet der ent- 
sprechende Punkt von X, auf der durch ihn gehenden Erzeugenden 
ebenfalls das Stück e ab, sodafs die zugehörige Kehlkreistangente 
die Länge ft, = ecosT, oder nach dem Obigen 


1 
ee. 
hat. Um also aus der xy-Projektion eines Punktes von H, die 


&n-Projektion des entsprechenden Punktes von HZ, zu finden, hat 


AR 


man von der ersteren aus die Tangente an den Kehlkreis zu 
ziehen, welche die Projektion der durch den Raumpunkt gehenden 
Erzeugenden der Berührungsschar ist. Darauf hat man das 
n-fache des Winkels, den der Berührungsradius mit der y-Achse 
einschliefst, von der n-Achse des zweiten Kehlkreises aus in diesen 
als Centriwinkel einzutragen und die zu dem so gefundenen Be- 
rührungsradius gehörige Tangente zu ziehen. Endlich mufs man 
vom Berührungspunkte aus auf der letzteren den n-ten Teil der 
ersten Tangentenlänge in der Richtung auftragen, in der man vom 
Berührungspunkt der ursprünglichen Tangente zum ursprünglichen 
Punkt gelangt. Damit ist der gesuchte Punkt erhalten, und zwar 
ist innere oder äufsere Berührung vorausgesetzt, je nachdem der 
betreffende Centriwinkel an die r-Achse nach links oder rechts 
angetragen wird. 

Bezeichnen wir schliefslich noch die xy-Projektion als Grund- 
rifs, so können wir die Regel aussprechen: 

„Man teile den Kehlkreis von HA, in eine beliebige 
Anzahl gleicher Teile und ziehe in den Teilpunkten 
die Tangenten, so dafs auf der zum Winkel © ge- 
hörigen Tangente zwischen Berührungspunkt und 
Kurvenprojektion die Strecke ? ausgeschnitten wird. 
Sollen nun » Umdrehungen von 4, einer von H, ent- 
sprechen, so teile man-den Kehlkreis des zwei ı 


Hyperboloids in mal so viel Teile und ziehe wiederum 


in den Teilpunkten die Tangenten. Trägt man jetzt 
auf der zum Winkel n-® gehörenden Tangente vom 


Berührungspunkt die Strecke n- 4 auf, so ist der 


erhaltene Endpunkt ein Punkt des gesuchten Grund- 
risses.“ 

Es ist nicht unwesentlich, dafs diese Konstruktion immer an- 
wendbar ist, da im gegenwärtigen Abschnitt über 2 keine Voraus- 
setzung gemacht ist. 

Wie man von dem so gefundenen Grundrifs aus zu den beiden 
anderen orthogonalen Projektionen, der x2- und yz-Projektion, mit 
Hilfe der Fläche bezw. ihrer Erzeugenden gelangt, ist Sache der 
darstellenden Geometrie und braucht hier nicht weiter erläutert zu 
werden. Vielmehr wollen wir jetzt darlegen, wie die Grundrifs- 
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tangente der Bildkurve gezeichnet werden kann, wenn die 
Tangente im ursprünglichen Grundrifs bereits vorliegt. 

Nach dem Früheren nämlich hat ein Punkt der Grundrifs- 
kurve die Koordinaten 


<—=t60s 0 —asın ©, y—=tsn O-+.ac0s ©, 


wenn t=t(®) die Gleichung der Raumkurve ist, und der ent- 
sprechende Punkt des Grundrisses der entsprechenden Kurve hat 
die Koordinaten 


&—=1t, c0s (nO) + a, Sin (n ©), n=+1t,sin(n®) + a, 608 (n®), 


da die zugehörige Erzeugende dem Winkel + (n®©) entspricht. 
Hierbei gilt das obere Vorzeichen für äufsere, das untere für 
innere Berührung der Flächen. 

Nun ist die Richtungskonstante der Grundrifstangente im 
Punkte xy 
dt 
do 


dt i 
00 (4, — a)—t sin © 


A Re sin © ( Er a) +tcos 9 


de dO’do 


— 


wo a der Winkel ist, den die Tangente mit der positiven x-Richtung 
einschliefst. 

Durch diese Gleichung ist einerseits der Winkel bestimmt, den 
die Tangente mit der positiven «-Richtung einschliefst, andererseits 
aber kann aus ihr 2 ausgerechnet werden, wenn « bekannt ist. 
Der Winkel « liefert jedoch in unserem Falle noch nicht die ein- 
fachste Bestimmungsweise der Kurventangente. Die zum Kurven- 
punkt xy gehörige Kehlkreistangente schliefst nämlich mit der 
x-Achse den Winkel © ein, und deshalb ergiebt sich für den 
Winkel « zwischen Kurventangente und Kehlkreistangente die Be- 
ziehung 


ERICH 
22 leteatao, ;.d Er): 
do 
Mithin ist f 
dt ’ 
tüv 


Binder, Abbildung zweier Rotationshyperboloide. 4 


Be 

Ganz entsprechend findet man für den Punkt &n der Bildkurve 

dt, ) 

17 dns Munalgatne, + nt, c0osn® A 
de do do (di 

cosn® To "a — nt, sinn®© 
wo diese Formel für innere Berührung gilt und die für äufsere 
dadurch gefunden wird, dafs man (+ n) mit (— n) vertauscht. Be- 


rechnet man jetzt auch für den Grundrifs der Bildkurve den 
Winkel zwischen Kurven- und Kehlkreistangente, so ergiebt sich 


; nt 
38) en m ! 
do ——.NG, 
oder 
dt 
To [%, got Gi — a,] 
für innere und 


dt ’ 
0 m () [4 cot (0 u a,] 


für äufsere Berührung der Hyperboloide.e Da aber nach dem 
en 

TO: nn und es 
folgt durch Substitution dieser Werte und Umrechnung der ent- 
stehenden Gleichung 


Früheren die Beziehung nn besteht, ist 


cot «/ (ot a + = Be 
39) 4 für innere und 
| cot = — 1 (cot rn 


für äulsere Berührung. 

Diese Formeln liefern eine leichte Konstruktion der Tangenten 
der Bildkurve, wenn die Tangenten der Originalkurve gegeben sind. 
Überdies aber werden die Formeln 37) und 38) später dazu dienen, 
aus den Kurvengleichungen einfache Tangentenkonstruktionen ab- 
zuleiten. 

Um zur Grundrifsprojektion der gefundenen Tangente auch 
noch den Aufrifs zu bestimmen, ist folgendes Verfahren anzu- 
wenden: 


en en 


Die Tangente in einem Punkte der Raumkurve liegt in der 
Tangentialebene dieses Punktes in Bezug auf das Hyperboloid. Der 
Grundrifsspurpunkt der Raumtangente liegt deshalb erstens in der 
entsprechenden Tangente des Grundrisses, zweitens in der Grund- 
rifsspur der Tangentialebene. Diese Spur erscheint aber als Polare 
der Grundrifsprojektion des Berührungspunktes in Bezug auf den 
Kehlkreis, und es ist somit der gesuchte Grundrifsspurpunkt als 
Schnittpunkt zweier leicht zu zeichnenden Linien bestimmt. Fällt 
man von demselben dann das Lot auf die x&- Achse und verbindet 
den Lotfulspunkt mit dem Aufrifs zz des betrachteten Kurven- 
punktes, so erhält man die gesuchte Aufrifstangente. 

Im Anschlufs an diese Betrachtung der Tangenten wollen wir 
jetzt eine Formel ableiten, welche bei den speciellen Kurven weiter 
unten eine einfache Konstruktion der Schmiegungsebene 
ermöglichen wird, und welche zeigt, dafs auch im allgemeinen die 
Schmiegungsebene der Bildkurve immer dann gezeichnet werden 
kann, wenn die Schmiegungsebene der Originalkurve und die in 
ihr liegende Tangente gegeben sind. 

Um diese Relationen zu erhalten, bestimmen wir zunächst den 
Winkel, den die Grundrifsspur der Oskulationsebene mit der x-Rich- 
tung einschliefst. Da die Schmiegungsebene die Ebene durch zwei 
benachbarte Tangenten ist, ist die Grundrifsspur derselben die Ver- 
bindungslinie zweier benachbarter Tangentenspurpunkte im Grund- 
rils. Um deren Richtungskonstante zu finden, sei der Kurvenpunkt 
P durch Grundrifs P’ und Aufrifs P”, sowie die zugehörigen Tan- 
genten gegeben. Seine Koordinaten seien xyz, und «@ resp. ß seien 
die Winkel, welche Grundrifs- resp. Aufrifstangente mit der x-Achse 
einschliefsen. Der Grundrifsspurpunkt der Tangente hat dann die 
Koordinaten 


ce —=x2—2c0tß, y—=y-—2zcotß-tge, ZU, 
LE U NER 
oder, da tg a = FE und tg Ba ist, 
IR dc Zaun de day dy RR 
EP, U 2. 


Um die gesuchte Grundrifsspur zu erhalten, hat man xy’ zu 
verbinden mit dem Nachbarpunkte ©’ + dx’, Y + dy. Somit ist die 
Richtungskonstante der Spur 


_ My 
re 4* 
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Aus dem Obigen folgt aber 


di de ‚ds de „de 
de de Fe de? 
oder als 
gas a 


). 


In dieser Form kann tg _A unter Umständen dann eine einfache 
Konstruktion liefern, wenn die Gleichungen der x2- und yz-Pro- 
jektionen in der Form £ = x(z) und y = y(2) gegeben sind. Sind 
dagegen die Koordinaten eines Punktes — wie in unserem Falle — 


durch den Parameter © ausgedrückt, so geht 


über in: 
| de @y _dy 
do de do 
ET Garn 
16 d@ dO® 


die letzte Formel 


d?z 
dQ? 
dez 
d9? 


Setzen wir hierin die aus der oben gegebenen Parameter- 


darstellung folgenden Werte 


(4 — a) es 0 —tsin ©, U —(—a)sin @+1c056, 
dz dt 
one 

ni; di | 2 | 
= - 275-0) ein + (2) 08, 
2 dt 2 
I=(275-.0)s0+(,—1)sin 9, 
d?z d’t 
El Ti 
ein, so erhält man 
a dt ) dt 
40’) 1024 
mot) 
ER) ao TFT ao! 


Ganz analog den früheren Ergebnissen vereinfacht sich das 
Resultat, wenn wir an Stelle von A den Winkel A’ in Betracht 


ziehen, welchen die Spur der Schmiegungsebene mit der zum Winkel 
© gehörigen Kehlkreistangente bildet. Für diesen Winkel ergiebt 


sich 
Be 
a tg4—tg9 dO\ do do® 
1+t1t8 4.80 I A RL, 
do dQ? 


Führen wir in diesem Ausdruck mit Hilfe der Gleichung 37) den 
Winkel «’ ein, so ergiebt dies 


d’t _ tet +mRtotartitgs dta) 
da t+atg Ad 


Die analoge Rechnung für das zweite Hyperboloid ergiebt bei ent- 
sprechender Bezeichnung 


2 
2 an au cosnO — nn) 


Sn - re 
1 1 1 
— Ih (od sinnO+ ns) + 10:9 


und für 4, =4,—n® haben wir 


2 
de (dh _ 1), Da 


43) tg FAN an do® de 2) do“ 
zes nt dt, -i- a det, 
1dO 1 do? 
d, 1 dt dt det, 
Wird aber hierin OTTO durch t, und «, und 16: durch 
= w ersetzt, so entsteht die neue Formel 

(21, cota, + a) t+ ats A) — — 1 (Otctga +ttg dA +a)t, 
44) = a Eee ET ER 


—ıh(t+atgA)+ @tcote +ttgÄd-+a) 


Eine leicht ausführbare Konstruktion von A, ist zwar durch 
diese Formel wegen der Kompliziertheit derselben nicht mehr ge- 
geben, sie zeigt aber doch, dafs es überhaupt möglich ist, A, durch 
aa, und A’ bezw. durch « und A’ allein zu bestimmen. Wichtig 
ist vor allem die Formel 41), die bei speciellen Kurven vielfache 
Anwendung finden wird. 


Be 


Zu 44) ist noch zu bemerken, dafs der Ausdruck für gleich- 
läufige Bewegung gilt, und dafs gegenläufige Bewegung nur einen 
Zeichenwechsel von rn fordert. | 


Il. Specielle Fälle der Zahl . 
1). 1. 
a) Allgemeine Eigenschaften der entsprechenden Kurven. 


Die Berührungsbedingung 1) zeigt, dafs die beiden Hyper- 
boloide 7, und H, kongruent werden, sobald n =1 ist, d. h. so- 
bald auf eine Umdrehung von ZH, auch nur eine von H, kommt. 
Aus diesem Grunde können wir die betrachtete Bewegung als eine 
Transformation auffassen, die jeden Punkt eines Hyperboloids in 
einen anderen Punkt desselben Hyperboloids überführt, und zwar 
folgt aus den allgemeinen Entwicklungen, dafs dem Punkte AA 
der Punkt 

SER ee 
2 ae en 


zugeordnet wird. Diese Formeln gelten natürlich nur für äufsere 
Berührung, da innere für n==1 überhaupt nicht in Betracht 
kommen kann. Die folgende Form der Relationen 45) 

A 
ee 


45') —=—A, 


lehrt, dafs die Breitenkreise, sowie die den Werten 0 und © zu- 
gehörigen Erzeugenden invariante Kurven sind. Vor allem aber 
zeigen sowohl die Gleichungen 45) als auch die Anschauung, dafs 
durch die betrachtete Bewegung eine eindeutige Korrespondenz 
zwischen den beiden Flächen vermittelt wird. Diese Korrespondenz 
erleidet aber doch in einzelnen Punkten, den Fundamentalpunkten, 
eine Ausnahme, indem diesen nicht je ein Punkt, sondern alle 
Punkte je einer ganzen Linie auf der Fläche entsprechen. Die 
Korrespondenz hat also ganz den Charakter der sogenannten Cre- 
monaschen Transformationen. Aus den obigen Formeln entnimmt 
man leicht, dafs die beiden imaginären Kreispunkte die Fundamental- 
punkte sind, und zwar entsprechen den beiden Punkten A =4 
= +: resp. die beiden Erzeugenden «= +?, und umgekehrt 
werden die Punkte x —= x’ = +: transformiert in die Erzeugenden 


aa neng ‚eh 


A=+i. Dieses Verhalten weist unmittelbar auf jene Trans- 
formation hin, die wir früher (S. 32) benutzt haben, um die Sin- 
gularitäten der Bildkurven im allgemeinen zu untersuchen, und in 
der That ist die Transformation 45) äquivalent mit der Aufeinander- 
folge zweier Transformationen der genannten Art. Es sind dies 
die Transformationen 


er alle 

und 
Dun, ke, 
HZ -) a 


Daraus kann umgekehrt geschlossen werden, dafs jede Raum- 
kurve, welche die Erzeugenden der Berührungsschar m,- mal 
schneidet, in eine Raumkurve abgebildet wird, welche in beiden 
Kreispunkten je einen m,-fachen Selbstberührungspunkt besitzt. 
Da diese Singularitäten für beliebiges » bereits diskutiert sind, 
brauchen wir uns hier nicht weiter damit aufzuhalten, sondern 
können nach dem Früheren unmittelbar Folgendes über die Bild- 
kurven aussagen: 

„Einer Raumkurve Au,+m von H,, welche die Er- 
zeugenden der Berührungsschar in ms, die der 
anderen in m, Punkten schneidet, entspricht eine 
Raumkurve von der Ordnung (m, + 3m,), welche 
die Erzeugenden der Berührungsschar ebenfalls je 
m,;s-mal, die der anderen Scharje (m, +2 m,)-malschnei- 
det, und welche durch jeden der beiden unendlich 
fernen imaginären Kreispunkte m, sich untereinander 
berührende Zweige hindurchschickt.“ 

Das Geschlecht ist — wie schon aus der Eindeutigkeit der 
Abbildung folgt — bei beiden Kurven das gleiche, nämlich 


(m — 1) (ms — 1). 
Der Rang der Bildkurve ist 
2 (m; eo 2) Ma, 


und die Klasse oder die Zahl der Schmiegungsebenen durch einen 
Punkt ergiebt sich 


6 mıMms — 3 Mı + 3 My. 


een 


Da die Singularitäten der Originalkurve bei der Bildkurve 
wiederkehren, so vermindert sich die letzte Zahl für jeden Doppel- 
punkt der Originalkurve um 6, für jeden Rückkehrpunkt um 8 
und für jeden i-fachen Punkt mit getrennten Tangenten um 3? «—]). 
In jedem Falle aber ist die Klasse der Bildkurve um 6 m, gröfser 
als die der Originalkurve *). 

Wendeberührebenen oder stationäre Ebenen besitzt die Bild- 
kurve 
4 [3 mı ma — 2? my]. 


Unter den Tangenten der Bildkurve sind 
2 [m, (m; — 1) + ma (m, + 1)] 


Erzeugende des Hyperboloids, und zwar gehören 2 m, (m; — 1) der 
die Berührung vermittelnden Schar und 2m,;(m, +1) der anderen 
Schar an. Unter den Erzeugenden befinden sich jetzt auch die 
beiden m,-fachen Tangenten, die in den imaginären Kreispunkten 
an die Bildkurve gelegt werden können. Nach dem auf Seite 43 
Gesagten berühren nämlich die m, durch die genannten Punkte 
hindurchgehenden Zweige je einen der Kegelschnitte 


EA 


und da jeder dieser Kegelschnitte in zwei Erzeugende zerfällt, 
kann leicht gefolgert werden, dafs !=-+:i je eine m,-fache Tan- 
gente der Bildkurve darstellt. 

Die von den Schmiegungsebenen der Bildkurve umhüllte ab- 
wickelbare Fläche ist von der Ordnung 


2 (m + 2) m». 
Durch jeden Raumpunkt gehen 
3 [2 m, m; — mı + mg] 


Tangentialebenen derselben hindurch, d. h. ihr scheinbarer Umrifs 
besteht aus ebensoviel Geraden. Die Ordnung der Doppelkurve 
der Developpabeln ist 


2 m; (Mg + 2) (m, m; + 2m; — 2), 
und für einen ebenen Schnitt derselben gilt folgende Tafel: 


*) Sobald diese nicht durch die imaginären Kreispunkte geht. 


a 


Ordnung: 2(m, + 2) ms, 

Klasse: 3 (2 m, m; — m, + Ms), 

Doppelpunkte: 2m; (m; + 2) (mı Mg + 2 ma —2), 
Rückkehrpunkte: m, + 3 Ms, 

Inflexionspunkte: Am, (3m, — 2). 


Nach den obigen Ausführungen (Seite 44) über die Beziehung, 
in der die Konstantenzahlen von Bild- und Originalkurve stehen, 
folgt für n—1, dafs irgend eine Kurve, welche von der gleichen 
Art wie die Bildkurve ist, ebensoviele Konstanten hat wie die 
betreffende Originalkurve. Dies sagt aus: 

Zu irgend einer Hyperboloidkurve von der Art 
Rom +2 mg) + ms, welche durch jeden der unendlich fernen 
imaginären Kreispunkte m, Zweige schickt, die sich 
untereinander und bezugsweise die Erzeugenden 
W“=+i berühren, giebt es stets eine Raumkurve 
Rm+m, aus der die gegebene Kurve durch die Trans- 
formation 45) entsteht.*) 

Beachtet man, dafs die Formeln 45) in sich übergehen, wenn 
man x mit A und « mit 4 vertauscht, dafs also die Transformation 
mit der inversen übereinstimmt, so folgt, dafs die Bildkurve durch 
die vorliegende Abbildung wieder in die Originalkurve übergeht. **) 
Daher können wir mit Bezugnahme auf das Frühere (Seite 45) 
den Satz aussprechen: 

Ist auf dem Hyperboloid eine Kurve gegeben, 
welchedie Erzeugendender#-Schar m,-mal und die der 
A-Schar m’-mal schneidet, und welche überdiesdurch 
jedenimaginären Kreispunkt m’, -mal hindurch geht, so 
ist die Bildkurve von der gleichen Ordnung und Art. 

Findet im besonderen in den Kreispunkten eine Berührung 
der m’, Zweige unter sich und mit den Erzeugenden =+: statt, 
so ist die Ordnung der Bildkurve um 2m’, niedriger, und zwar 
werden die Erzeugenden der A-Schar nur je (m, — 2 m’,)-mal, die 
der 4-Schar aber je m’s-mal getroffen. ***) 


*) Ist die gemeinsame Tangente der m; Kurvenzüge nicht Erzeugende, 
so kann die Kurve nicht durch die Transformation 45) aus einer Kurve niedrigerer 
Ordnung erhalten und auch nicht in eine solche transformiert werden. 

**) Solange eine mehrfache Absonderung der Fundamentalgeraden nicht 
beachtet wird. 
***) Dabei ist natürlich m’, > 2m’, vorausgesetzt. 
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Da die Transformation 45) einer uns bekannten Bewegung 
äquivalent ist, ist es leicht, zu gegebenen Punkten und Kurven 
die entsprechenden Bilder wirklich anzugeben. Bringen wir näm- 
lich die beiden Hyperboloide nach dem Abrollen so zur Deckung, 
dafs die Erzeugenden A—=0 und «=0 zusammenfallen, so liegen 
entsprechende Punkte auf dem gleichen Breitenkreise, und. zwar 
symmetrisch zu demjenigen Punkte, in dem der Kreis von der Er- 
zeugenden A=(0 geschnitten wird. Um also zu einer beliebigen 
Kurve R des Hyperboloids die Bildkurve zu finden, hat man 
irgend eine Erzeugende e der 4-Schar zu wählen, durch jeden - 
Punkt P von R den Parallelkreis % zu legen, welcher e in 8 
schneidet, und auf % denjenigen Punkt © zu suchen, für welchen 
0S—=PS wird. Der Ort der Punkte © ist dann die gesuchte 
Bildkurve. 

Dafs e jede beliebige Erzeugende sein kann, folgt unmittelbar 
daraus, dals man die Bewegung des Abrollens beginnen kann, 
wenn irgend zwei Erzeugende sich decken. — Wie man um- 
gekehrt von der Bildkurve durch Konstruktion zur Originalkurve 
zurückgelangen kann, ist leicht zu übersehen. 

Eine zweite Konstruktion des Bildes ergiebt sich, wenn wir 
beide Hyperboloide so aufeinander fallen lassen, dafs die ent- 
sprechenden Breitenkreise gleich weit, aber nach entgegengesetzter 
Seite vom Kehlkreis abstehen. Ist dann e eine Erzeugende der 
Berührungsschar, P ein auf e gelegener Punkt der gegebenen Kurve, 
R und $ der Schnittpunkt von e mit dem Kehlkreis, so ist die 
gesuchte Bildkurve der Ort derjenigen Punkte ®, für welche 
VS=PS ist. 

Im Anschlufs an die erste Konstruktion läfst sich folgende 
Verallgemeinerung aussprechen: 

„Ist auf einem Rotationshyperboloide eine Raum- 
kurve gegeben, welche die Erzeugenden der ersten 
Schar. in je. m, und; die‘, Erzeugenden der zweign 
Schar in je m Punkten: trifft, und konstruiert man 
auf den letzteren zu jedem der m Kurvenpunkte den 
vierten harmonischen Punkt in Bezug aufirgend zwei 
feste, zum Kehlkreis parallele Ebenen, so erhältman 
eine Raumkurve, welche die Erzeugenden der ersten 
Schar je (m, +2m,)-mal, die der zweiten Schar aber je 
m,s-mal trifft, und welche zwei Paar conjugiert 


u 


imaginäre m;-fache Punkte besitzt, von denen das 
erste in die unendlich fernen imaginären Kreispunkte 
des Hyperboloids und das andere Paar auf die durch 
die Kreispunkte gehenden Erzeugenden der ersten 
Schar fällt.“ 

Ist nämlich z die Höhe eines Kurvenpunktes P und sind z, 
und 2, die Höhen der festen Parallelkreisebenen, so verlangt die 
angegebene Konstruktion offenbar 


(4 —2):(2 — 2)—— (&ı — L):(C — 22), 
wenn £ die Höhe des vierten harmonischen Punktes ist. Dies giebt 


re a er 


m—nL = 
Bere rue 


— —— oder % 
n—2C 
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wo m=2,'2, und n=4H (2,+2,) gesetzt ist. 

Der Wert von « zeigt aber ohne weiteres, dafs die trans- 
formierte Kurve die m,-fachen Punkte A=4=+:, sowie Y=-+ 1, 
A=(i-n— 1): n—im) und Y=—i, A=—(in+1):(n-+ im) be- 
sitzt. Die Punkte fallen paarweise zusammen, sobald m—=—1 
wird; also erhalten wir Kurven, die mit den früheren identisch 
sind, sobald 22, =—1:2, ist. Da aber die durch die Transformation 
45) erhaltenen Kurven die sämtlichen Kurven der betreffenden 
Art sind, so folgt, dafs die letzte Konstruktion für 27:2 =—1 zu 
denselben Kurven führen mufs wie die vorangehende. Dies ist in 
der That der Fall. Denn setzt man den Wert 45) in den Aus- 
druck «+n):(1—nx) ein, so erhält man die letzthingeschriebene 
Transformationsformel, und man weist ohne Schwierigkeit nach, 
dafs demnach die beiden erhaltenen Bildkurven durch eine blofse 
Rotation der Hyperboloidfläche um ihre Achse ineinander über- 
gehen. 

Auch die zweite der obigen Konstruktionen läfst sich ver- 
allgemeinern und liefert den Satz: 

„Ist auf einem Rotationshyperboloid eine Kurve A 
gegeben, welche die Erzeugenden der ersten Schar je 
m,-mal, die der zweiten Schar je m,s-mal schneidet, und 
teilt man die Strecken, die auf den Erzeugenden der 
zweiten Schar durch R und durch einen beliebigen festen 
Parallelkreis abgegrenzt werden, nach einem beliebigen, 
aber konstanten Verhältnis, so ist der Ort der Teil- 


Da 


punkte eine Kurve des Hyperboloids von der Art 
Rem +2m) tm; welche zwei Paar konjugiert imaginäre m;- 
fache Punkte der oben beschriebenen Art besitzt.“ 

Der Beweis dieses Satzes ist analog dem voranstehenden, in- 
dem C=k(2, —z) wird. 

Im besonderen können mittels dieser Konstruktionen alle die- 
jenigen Hyperboloidkuren gefunden werden, für welche m;==1 ist, 
und welche einfach durch die beiden imaginären Kreispunkte 
hindurchgehen. Denn sobald die gegebene Kurve von der Art 
Rı+u ist, wird die Bildkurve von der Art Rır ra, wo u jeden 
Wert, (u+2) also jeden Wert >2 annehmen kann. 

Zu der erwähnten punktweisen Konstruktion der Kurven selbst 
kann hinzugefügt werden, dafs im vorliegenden Falle auch die 
Tangente im Bildpunkte konstruktiv gefunden werden kann, sobald 
die Tangente im entsprechenden Punkte der Originalkurve gegeben 
ist. Sind nämlich P und © entsprechende Punkte, von denen die 
Kurvenelemente PP’ und Q0’ ausgehen, so kann man Bild- und 
Originalkurve so weit um die Hyperboloidachse drehen, dafs P 
und © auf der festen Erzeugenden e zusammenfallen. Dann liegt 
das Dreieck PP’'Q' in der Tangentialebene des Punktes Q9=P, und 
e ist die zur Seite P’Q’' gehörige Mittellinie dieses Dreiecks. 
Schneiden wir aber die Tangentialebene durch irgend eine Parallel- 
kreisebene, so ist die Schnittlinie zu P’® parallel und das ent- 
stehende Dreieck dem Dreieck PP’ ähnlich, so dafs sich folgende 
Konstruktion ergiebt: „Will man in einem Punkte ® der Bild- 
kurve die Tangente zeichnen, so ziehe man durch den 
entsprechenden Punkt P der Originalkurve die Tangente 
t und diejenige Erzeugendee, welche von der Kurve m,-mal 
getroffen wird. Dann schneide man auf i resp. e durch 
eine beliebige Parallelkreisebene die Punkte P’ resp. 8 
aus und verlängere die Strecke P’S über 8 hinaus um 
sich selbst, wodurch der Punkt @ erhalten wird. Dreht 
man dann die Gerade PQ' so weit um die Hyperboloid- 
achse, dafs P mit © zusammenfällt, so ist Q0' die ge- 
suchte Tangente der Bildkurve.“ 

Wie man aus dieser räumlichen Konstruktion durch Projektion 
auf die Kehlkreisebene eine Konstruktion der Grundrifstangenten 
entwickeln kann, ist leicht einzusehen und kann hier übergangen 
werden. 
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Die Formeln 45) geben den Zusammenhang zwischen den 
Flächenkoordinaten eines Punktes und seines Bildpunktes. Es er- 
übrigt nur noch, diejenigen Formeln zu erwähnen, welche den 
Übergang von Flächenkoordinaten zu räumlichen rechtwinkligen 
Koordinaten vermitteln, und schliefslich unmittelbar die Beziehung 
aufzustellen, welche die rechtwinkligen Koordinaten eines Punktes 
mit den rechtwinkligen Koordinaten seines Bildpunktes verbindet. 


In Bezug auf das Achsensystem des Hyberboloids hat ein 
Punkt desselben die Koordinaten 
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Infolge von 45) ergeben sich als Koordinaten des zugehörigen 
Bildpunktes 
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Durch diese Formeln ist man im stande, sofort die Parameter- 
gleichung der Bildkure hinzuschreiben, wenn die Originalkurve 
durch eine bekannte Fläche aus dem Hyperboloid ausgeschnitten 
wird, wenn also eine Beziehung zwischen & n und { gegeben ist. 
Umgekehrt kann eine solche Fläche, welche die Originalkurve 
ausschneidet, aus der Parametergleichung der letzteren gebildet 
werden, indem man für die Parameter die Werte 
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einsetzt. 

Endlich entsteht aus der Parametergleichung der Original- 
kurve die Gleichung einer Fläche, welche die Bildkurve aus- 
schneidet, wenn man die Substitutionen macht 


&—LeotT ‚ a(&—Leot T)—(a+n)LcotT 


en Nele Ti r)Falatn) 


und es liefern die aus diesen Werten folgenden Formeln 
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unmittelbar eine Fläche, welche die Bildkurve ausschneidet, wenn 
eine Fläche gegeben ist, welche die Originalkurve enthält. Die so 
gefundene Fläche ist insofern von besonderer Art, als sie die Ge- 
rade &=[cot T, n=—a m,-fach enthält, sobald die Gleichung der 
gegebenen Fläche ein Glied von der Dimension m, aufweist, 
welches sich nur aus Potenzen von x und y zusammensetzt. 

Eine Fläche von möglichst niedriger Ordnung durch die Bild- 
kurve erhält man durch Substitution der obigen Werte x und x’ in 
die Parametergleichung der Originalkurve. Die so erhaltene Fläche 
ist von der Ordnung (m, + 2m;) und enthält die Gerade &—=LcotT,, 
n=—aals (m, + mz,)-Iache Linie. 

Wir kommen zum Schlusse dieses Abschnittes zu der be- 
sonderen Bedeutung, welche die Achse des Hyperboloids für die 
hier auftretenden Bildkurven besitzt. 

Je drei Nachbarpunkte P,P' und P” einer Hyperboloidkurve 
bestimmen nämlich eine Schmiegungsebene von P oder, was das- 
selbe ist, einen durch P,P’ und P” hindurchgehenden, oskulieren- 
den Kegelschnitt des Hyperboloids. Sind aber im besonderen P 
und P’ Punkte einer Erzeugenden, d. h. ist die Kurventangente 
im Punkte P eine Erzeugende des Hyperboloids, so zerfällt dieser 
Kegelschnitt in die Kurventangente und eine zweite Erzeugende, 
und da die letztere notwendig durch P” hindurchgehen mufs, ist 
in diesem Falle die durch P, P’ und P” bestimmte Schmiegungs- 
ebene identisch mit der Tangentialebene des Hyperboloids im 
Punkte P” bezw. P. Also können wir den Satz aussprechen: 

„In allen denjenigen Punkten einer Hyperboloid- 
kurve, in welchen eine der beiden hindurchgehenden 
Erzeugenden "Tangente: "der Kurve ısu, Tale 
Schmiegungsebene mit der Tangentialebene des 
Hyperboloids zusammen, ist also die Verbindungs- 
ebene der beiden Erzeugenden Schmiegungsebene 
der: Kurve. 

Nach Seite 56 sind nun die beiden imaginären Kreispunkte 
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nicht nur Punkte einer jeden Bildkurve, sondern es berühren auch 
die zugehörigen Erzeugenden /=+7 sämtliche hindurchgehenden 
Zweige der Bildkurve. Also ist jede der beiden Tangentialebenen 
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gemeinsame Schmiegungsebene derjenigen m, Zweige, welche jede 
Bildkurve durch den zugehörigen imaginären Kreispunkt hindurch- 
schiekt, und es fallen also in den beiden imaginären Kreispunkten 
nicht blofs je m; Kurventangenten, sondern auch je m; Schmiegungs- 
ebenen zusammen. Da hierbei zu jedem Kurvenzweig des einen 
imaginären Kreispunkts ein durch den zweiten hindurchgehender 
Zweig konjugiert ist, reduzieren sich somit m, Paar konjugiert 
imaginärer Ebenen auf ein Paar solcher Ebenen, und in der 
reellen Schnittgeraden dieses einen Ebenenpaares fallen somit m, 
reelle Schnittgerade zusammen. 

Diese »,-fache Schnittgerade ist aber nach den obigen Glei- 
chungen der beiden Schmiegungsebenen die Schnittlinie der beiden 
Meridianebenen 

Aa —1=0 und!+NV=I0, 


d. h. diese m,-fache Schnittgerade ist die Achse des Hyperboloids. 


Dieses Ergebnis läfst sich einfach in einen Satz zusammen- 
fassen, wenn wir analog der Theorie der ebenen Kurven unter 
einer „Brenngeraden“ einer Raumkurve jede Schnittlinie 
zweier durch einen imaginären Kreispunkt gehenden 
Schmiegungsebenen derselben verstehen. Bei dieser Bezeich- 
nung besitzt nämlich jede Raumkurve, die einfach durch beide 
Kreispunkte hindurchgeht, eine reelle dreifach zähiende Brenn- 
gerade, da dann die Schmiegungsebene in jedem der Kreispunkte 
selbst für drei gewöhnliche Schmiegungsebenen gilt. Jede Raum- 
kurve ferner, die m,-fach durch jeden imaginären Kreispunkt hin- 
durchgeht, besitzt m, dreifach zählende reelle Brenngerade, und 
für die hier untersuchten Bildkurven gilt der Satz: 

Sin dem Falle n=1 ist‘ die Rotationsachse des 
Hyperboloids für jede auf dem letzteren gelegene 
Bildkurve eine 3m,-fache, reelle Brenngerade.“ 


Dieses Zusammenfallen der vielfachen Brenngeraden mit 
der Rotationsachse des Hyperboloids zeigt, dafs alle metri- 
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schen Eigenschaften der Bildkurven in Bezug auf das 
Hyperboloid — im besonderen die aus dem Abrollen folgen- 
den — auch als metrische Eigenschaften in Bezug auf die 
3 mg-fache Brenngerade aufgefafst werden können, da ja das 
Hyperboloid durch Rotation der Bildkurve um diese Brenn- 
gerade erzeugt werden kann. 


Im Anschlufs an das Voranstehende mag erwähnt sein, dafs 
jede ebene Projektion einer Bildkurve einen 2 m,-fachen reellen 
Brennpunkt besitzt, und dafs dieser Brennpunkt bei derselben Pro- 
jektionsart allen ebenen Projektionskurven gemeinsam ist, da ja die 
Raumkurven in den beiden imaginären Kreispunkten sämtlich die 
gleiche Tangente besitzen. Und da die letzteren zugleich Er- 
zeugende des Hyperboloids sind, so fällt der vielfache Brennpunkt 
mit dem m,-fachen Punkt der ebenen Kurve zusammen, wenn das 
Projektionscentrum auf dem Hyperboloide selbst liegt. Denn in 
das von jenem »,-fachen Punkte ausgehende Strahlbüschel projieirt 
sich die Gesamtheit der Erzeugenden derjenigen Schar, welche die 
Berührung nicht vermittelt. 


b) Specielle Bildkurven. 


Um die allgemeinen Ergebnisse durch Beispiele zu erläutern, 
betrachten wir zunächst diejenige Bildkurve, welche aus einer Er- 
zeugenden des ersten Hyperboloids hervorgeht. 

Ist « —= c die Gleichung der Originalkurve, so ist nach 45) 


(1-20 - MM) — c—2IA+cH—0 


die Gleichung der Bildkurve. Da aber die den verschiedenen 
Werten von c entsprechenden Kurven ihrer Entstehung gemäfs 
dureh Drehung ineinander übergehen, genügt es, für weitere Unter- 
suchungen die Gleichung 
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zu Grunde zu legen. In Übereinstimmung mit den allgemeinen 
Resultaten zeigt diese Gleichung, dafs die Bildkurve eine Raum- 
kurve dritter Ordnung ist, welche einfach durch jeden: imaginären 
Kreispunkt hindurchgeht und deshalb nur einmal reell ins Unend- 
liche verläuft. Schreiben wir die letzte Gleichung in der Form 
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so zeigt sie, dafs die beiden Erzeugenden #= + Tangenten der 
Bildkurve R, sind. Und hierin unterscheidet sich die vorliegende 
Bildkurve von allen anderen Raumkurven dritter Ordnung, die 
durch die imaginären Kreispunkte desjenigen Rotationshyperboloids, 
auf welchem sie liegen, einfach hindurchgehen und die wir als 
„einfach cirkular“ bezeichnen wollen. Denn hiernach können 
wir die Bildkurve mit Rücksicht auf das Frühere so definieren: 


Die vorliegende Bildkurve ist eine cirkulare 
Raumkurve dritter Ordnung, deren dreifache reelle 
Brenngerade zugleich Rotationsachse desjenigen Ro- 
tationshyperboloids ist, welches durch die Raum- 
kurve hindurchgelegt werden kann. 


Umgekehrt kann jede gegebene cirkulare Raumkurve dritter 
Ordnung als Bildkurve angesehen werden, wenn ihre dreifache 
Brenngerade mit der Achse des zugehörigen Rotationshyperboloids 
zusammenfällt. Zu jedem beliebigen Rotationshyperboloid gehört 
also ein System kongruenter eirkularer Raumkurven dritter Ord- 
nung, deren Brenngerade Hyperboloidachse ist, und es ergiebt sich 
für dieselbe nach S. 58 folgende Konstruktion: 

Soll auf einem beliebig gegebenen Rotationshyperboloid 
diejenige cirkulare Raumkurve dritter Ordnung gezeichnet 
werden, für welche die Hyperboloidachse Brenngerade, ist, 
so wähle man auf dem Hyperboloide irgend zwei sich 
schneidende Erzeugende e, und e, schneide diese durch den 
beweglichen Parallelkreis % in den Punkten P, und P, und 
bestimme auf % denjenigen Punkt 9, für welchen 3,0 = 
P,P, ist. Dann ist der Ort aller Punkte ® die gesuchte 
Raumkurve. 

Auch ist es nach dem auf S. 60 Gesagten leicht, die Tangente 
in jedem Kurvenpunkte ® zu zeichnen. Im besonderen giebt die 
Umkehrung dieser Konstruktion folgende Eigenschaft: 


Zieht man durch einen Punkt © der Bildkurve die Kurven- 
tangente £, die Parallelkreistangente ’ und diejenige Erzeugende e, 
welche die Bildkurve noch einmal schneidet, so ist der Mittelpunkt 
jeder beliebigen von e und t begrenzten und zu ?' parallelen 
Strecke ein Punkt der zweiten durch  hindurchgehenden Er- 
zeugenden e'. 


Dies kann man auch so aussprechen: 
Binder, Abbildung zweier Rotationshyperboloide. 5 
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Zieht man durch einen beliebigen Punkt der Bild- 
kurve die Kurventangente, die Tangente des hindurch- 
gehenden Parallelkreises und die beiden Erzeugenden 
des Hyperboloids, so bilden diese vier Strahlen ein 
harmonisches Büschel. 

Ebenso bilden aber die Strahlen e, e', t' und das auf t' in © 
errichtete Lot i” ein harmonisches Büschel, was — mit dem Voran- 
sehenden vereinigt — die Richtigkeit folgender Konstruktion er- 
kennen läfst. 

„Errichtet man in irgend einem Punkte P einer 
gegebenen Bildkurve, deren Brenngerade bekanntist, 
das Lot it auf der durch P und die Brenngerade 
gehenden Ebene, fällt von einem beliebigen Punkte 
0 der von P ausgehenden Kurventangente ? das Lot 
QR auf it und trägt auf demselben von R aus nach 
beiden Seiten die Strecken RS=RT=3RQ auf, so 
sind PS und PT die durch P gehenden Erzeugenden 
desjenigen Rotationshyperboloids, auf dem die ge- 
gebene Bildkurve gelegen ist, und das dureh Rotation 
der Bildkurve um die Brenngerade beschrieben 
werden kann.“ | 

Bezüglich der Schmiegungsebene kann endlich noch eine Eigen- 
schaft erwähnt werden, welche es gestattet, die Schmiegungsebene 
der Rz in jedem Punkte leicht zu konstruieren. Da nämlich die 
drei in der Ebene 


(A + PB) — (YyAHI)N—O 
gelegenen Kurvenpunkte in den einen Punkt 
A=m, N = 2m : (1 — m?) 
zusammenrücken, sobald 
a:ß:y:d=2:2m?: — m(m? + 3): (1-+ 3m?) 
wird, ist 
m(m? + 8)AA +2 — (3m? +1) + 2m? —0 


die Gleichung der Schmiegungsebene in dem genannten Punkte, 
und da diese Gleichung auch durch das Wertepaar 


a 
,A=—1:m, "= — (1— m?) : 2m 


befriedigt wird, enthält die Schmiegungsebene zwei sich diametra] 
gegenüberliegende Punkte des durch den Schmiegungspunkt gehen- 
den Parallelkreises. Dies sagt aus: 

„Die Schmiegungsebene irgend eines Punktes der 
Rz enthält das vom Schmiegungspunkt auf die drei- 
fache Brenngerade gefällte Lot, d.h. liegt mit der 
durch den Schmiegungspunkt gehenden Meridian- 
und Parallelkreisebene im Büschel“ 

Mithin läfst sich jede Schmiegungsebene leicht finden, weil ja 
die Tangente jedes Punktes nach dem Vorangehenden bestimmt ist. 

Da die Gestalt der betrachteten Az am besten durch die drei 
orthogonalen Projektionen veranschaulicht wird, sei über diese noch 
folgendes hinzugefügt. (Zeichnung der Projektionen siehe Tafel I). 

Die Gleichung der xzy-Projektion ist 


ay+ 3a) + y— a)(y-+ 2a)? = 0. 


Der projizierende Cylinder in der Richtung der Brenngeraden ist 
also stets derselbe, wie grols auch /', d. h. der Neigungswinkel 
der Erzeugenden gegen die Kehlkreisebene sein mag. Der Punkt 
£=(, y= — 2a ist ein Doppelpunkt; y = — 3a ist die Asymptote. 
Der Nullpunkt ist der Doppelbrennpunkt. 

Die yz-Projektion hat die Gleichung 


(2 + at? IT) + 2(2 — 3ate? T)tel—=0. 


Dieselbe geht durch den Nullpunkt, hat in ihm die Tangente 
2 —=32cot!' und schneidet jede durch denselben gehende Gerade 
in zwei symmetrischen Punkten. Die Kurve hat folgende drei 
reellen Wendepunkte 


z=2—=0,; vl g=atgly3; z=02=—atgsrTY3. 
Die Gerade # + zcot !’=0 ist Asymptote. 
Die Gleichung der zz-Projeetion ist 
y+3sa)c l+a(y—a)=0. 
Dieselbe schneidet die y-Achse senkrecht im Punkte y=a. Die 
Gerade y= — 3a ist Inflexionsasymptote; die beiden weiteren 


Inflexionspunkte sind © = 2a: V3 z—=+tatgT:Y3. 
5 * 
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Diese Projektionsgleichungen entstehen aus der Parameter- 
darstellung 


= atg I (260sO-+1), y—=a(2c08 0 —|]), ee 


2 
der Raumkurve durch Elimination von © und zeigen, dafs die 
Bildkurve die reelle Asymptote 2 + zcot!’=0 y=-—-3a besitzt. 


Endlich liefert die Formel 38), da im vorliegenden Falle 


4, — a und i> atg> zu Setzen ist, 
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mittels welches Wertes es leicht ist, die Tangentenrichtung im 
Grundrifs zu finden“). Mit der letzteren ist zugleich die Raum- 
tangente bekannt, da deren Grundrifsspurpunkt auf der zum 
Grundrils des Tangentialpunktes gehörigen Polaren des Kehl- 
kreises liegt. Durch diesen Spurpunkt geht auch die. Spur der 
Schmiegungsebene, deren Richtung dem Vorangehenden ent- 
sprechend nach 43) durch 


tg. a, —=—2 182 (3 +tg? = oder cot a, —= 00t 0 — 2.cot 5 
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gegeben ist, wo A, den Winkel mit der positiven x-Richtung be- 
deutet. — Auf die hieraus folgende Konstruktion brauchen wir 


nicht weiter einzugehen. 

Als weiteres Beispiel zur allgemeinen Theorie sei diejenige 
Kurve betrachtet, die aus einem Kegelschnitte hervorgeht. Da die 
Gleichung des Kegelschnitts ganz allgemein | 


an Zar be rc=0( 
geschrieben werden kann, so ist die Bildkurve dargestellt durch 
die Gleichung 
BE —Qa+b)R2 +Qe— 1)A +5] a8 — (ea 
— (a +2b)A+c=0. 
Die Bildkurve ist also — wie ja auch aus dem Früheren folgt — 
eine Raumkurve vierter Ordnung zweiter Art, da sie die Er- 


*) Im vorliegenden Falle ist es allerdings einfacher, die gegebene räum- 
liche Tangentenkonstruktion durch Projektion in die Grundrifsebene zu über- 
tragen. 
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zeugenden der einen Schar je einmal, die der andern je dreimal 
schneidet. Ihr Rang und ihre Klasse sind deshalb sechs. Über- 
dies besitzt sie vier stationäre Schmiegungsebenen. Vor anderen 
Kurven ihrer Gattung zeichnet sie sich dadurch aus, 
dafs ihre Trisekanten ein Rotationshyperboloid er- 
füllen und dafs dessen Achse eine dreifache Brenn- 
serade der Bildkurveist, dafs dieKurve also einfach 
durch die imaginären Kreispunkte hindurchgeht und 
dort Erzeugende oder Trisekanten zu Tangenten hat. 
Ferner geht jede zur dreifachen Brenngeraden senk- 
rechte Ebene durch die imaginären Kreispunkte der 
Bildkurve hindurch, sodafs sie mit der Kurve nur 
zwei reelle Punkte gemein hat, die überdies gleichen 
Abstand von der Brenngeraden besitzen. 


Wie man bei gegebener Bildkurve den Originalkegelschnitt 
finden kann und wie man dann mit Hilfe dieses Originalkegel- 
schnitts die Tangenten der Bildkurve erhalten kann, geht ohne 
weiteres aus dem auf Seite 58 Gesagten und aus der geometrischen 
Bedeutung unserer Transformation hervor und soll hier nicht weiter 
erörtert werden. 

Bezüglich der ebenen Projektionen sei hier nur folgende Kon- 
struktion erwähnt, die aus der räumlichen Abbildung durch Pro- 
jektion auf die Kehlkreisebene hervorgeht, wenn das Projektions- 
centrum auf dem Hyperboloid liegt. 


„Sind in einer Ebene zwei Kreise %k, und %, mit der ge- 
meinsamen Sehne AB und ein beliebiger durch A und B 
gehender Kegelschnitt % gegeben, und sucht man auf jedem 
durch A gehenden Strahl zu den auf Äk,, % und %k, resp. ge- 
legenen Punkten X,, K und X, den vierten harmonischen 
Punkt, so ist der Ort desselben eine cirkulare Kurve vierter 
Ordnung, welche durch die Schnittpunkte von X mit %k, und 
kg hindurchgeht und in A einen dreifachen Punkt hat. Sind 
k, und %k, orthogonal zu einander, so liegt der Doppel- 
brennpunkt der erhaltenen Kurve auf dieser selbst.“ 

Endlich lassen sich die gestaltlichen Verhältnisse der Bild- 
kurven am besten an den drei orthogonalen Projektionen verfolgen, 
und deren Gleichungen sind, wenn 


ay+ß2ry—=!) 
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als Ebene des Originalkegelschnitts genommen wird, 
a ley—ı?=la+yP—ar]l[Qaa+Pptgl- + teil y 
ey] 
als zy-Projektion oder Grundrifs, 
la? + 2? eot?T] [ex — Bz — y]? = a [a + zc0t IT]? - [ae (a — 2 cot T)? 
—22(Bzty)l 
als xz-Projektion oder Aufrifs und 
l@ay — #2 — y]? - [a?+ 2? cot IT] = 4 aa? [a2? cot?T—y(ßz-+ y)] 
als y2- Projektion oder Seitenrils. 


Setzen wir in diesen Gleichungen a =1, P=0,y=—3, 0 

zerfallen sie; z. B. nimmt der Seitenrifs die Form an 

(a - la lka — y)— eo Tl Ba-+y) =. 
Die Kurve vierter Ordnung zerfällt also in eine Erzeugende und 
in eine Az, wie es sein mufs, da der Originalkegelschnitt aus 
zwei Erzeugenden besteht. 

Für ae=1, ?=y=0 wird der Originalkegelschnitt eine 
Meridianhyperbel. Die entsprechende AR; ist dann in Parameter- 
darstellung 

= — 06820:3inO, y=2acoO, 2=— atglcot 9 


und die Projektionen sind: 
« (da? — y?) = (y" — 20)” 
x? (a? + 2? cot? I) — (a? — 2? co? T)? 
y(a +2? T)—=4atz?ot?T. 

Die doppelte Symmetrie aller drei Projektionskurven gegen die 
Achsen zeigt, dafs die Raumkurve einen Mittelpunkt hat, d. h. dafs 
auf jedem durch den Koordinatenanfang gelegten Strahl zwei 
Kurvenpunkte von entgegengesetzt gleichem Radiusvektor ge- 
legen sind. 

Die Doppelpunkte, ihre Tangenten, sowie die Asymptoten der 
Projektionen sind aus den Gleichungen leicht zu bestimmen, wir 
brauchen deshalb nicht weiter darauf einzugehen. (Zeichnung der 
Projektionen auf Tafel 11.) 

Zur Konstruktion der Grundrifstangente ergiebt sich für letzt- 
genannte Spezialkurve 


cot a, — c0ot 9 + 2189 
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und die Spur der Schmiegungsebene ist gegeben durch 
tg A, = —tg9 oder A, = 180° — ©. 


Um die Richtung der Grundrifstangente zu finden, hat man 
also nur die zum Winkel © gehörige Kehlkreistangente, deren 
Schnittpunkte mit der &- und y-Achse resp. & und S sein mögen, 
um sich selbst über $ hinaus zu verlängern und den so gefundenen 
Punkt 7 mit O zu verbinden. Dann ist X STO =a,. 

Eine Fläche, welche die allgemeine Bildkurve Ri aus dem 
Hyperboloid ausschneidet, ist beispielsweise die Fläche dritter 
Ordnung 
[e—2c0t 1] [ey— P2+2aa— y]zcotT’+a(y+a)[eay+Pßz+y]=0 
welche eine Schar von Kegelschnitten enthält und mit dem Hyper- 
boloid noch zwei Erzeugende gemein hat. 

Zum Schlusse dieses Absehnittes mag noch erwähnt sein, dafs 
die erhaltenen Bildkurven auch als Erzeugnis projektiver Kurven- 
büschel aufgefafst werden können. So entsteht z. B. aus den drei 
Gleichungen 

A+rn=0 1—1—-4(1+M)=0 #W+ Ar + Bit (0—=0 
eine circulare R,, welche mit der obigen übereinstimmt, wenn 
A=(—1):e=—B und CÜ=]1 gesetzt wird. Die beiden ersten 
Gleichungen stellen aber eine Erzeugenden- und eine Kreisschar 
dar, die durch die dritte Gleichung zu einander projektiv gesetzt 
werden. Es entspricht dies dem Satze in der Ebene, dafs ein 
Kreisbüschel und ein dazu projektives Strahlbüschel, dessen 
Scheitel mit einem Scheitel des Kreisbüschels zusammenfällt, eine 
cireulare Kurve dritter Ordnung mit einem Doppelpunkt erzeugt. 

Ganz entsprechend entsteht die R, durch Zuordnung eines 
Kurvenbüschels dritter Ordnung zu einer Erzeugendenschar u. 8. w. 


2) 1 n. 
a) Bildkurve auf A,. 


Für n=2 sind die Flächen Z, und AH, nicht mehr kongruent, 
und die Abbildung ist nicht mehr eindeutig wie bisher. Vielmehr 
haben wir jetzt vier verschiedene Möglichkeiten. Erstens 
nämlich können sich die Flächen von innen oder aufsen berühren, 
und jedesmal können wir zweitens fragen, was aus einer Kurve 
von H, auf H, wird und umgekehrt. Da die verschieden- 


Be 


artige Berührung einem Richtungsunterschiede in der 
Drehung der Flächen entspricht und deshalb analytisch nur 
einen Zeichenwechsel von.a, bezw. x fordert, wollen wir hier 
nur die beiden anderen Gesichtspunkte trennen und zunächst die- 
jenigen Bildkurven betrachten, welche auf ZH, entstehen. Aus 
der Formel auf Seite 33 ergeben sich aber für n=2 die Werte 


2 0,2 AmAAHAN)— ala—R) (AA) 
Aa. 200 Ball ANA A 2a) 


welche zu jedem Punkte 44’ von H, einen Punkt xx’ von H, und 
umgekehrt zu jeder Kurve f(w«)=0 von H, eine Bildkurve 
F(AW)—=0 auf H, zuordnen. — Diese letzteren zeigen aber ganz 
allgemein, sobald n>1 ist, zwei Eigentümlichkeiten. 

Erstens habensieindenimaginärenKreispunkten 
die oben diskutierten Singularitäten, und zweitens 
sind sie periodisch in ihrem Verlaufe, d. h. sıe be- 
stehen aus je n einander kongruenten Zweigen, wie 
das aus der Entstehungsweise unmittelbar hervorgeht. 

Die hier betrachteten Kurven bestehen also immer aus zwei 
kongruenten Teilen und schicken durch jeden Kreispunkt m, 
Zweige, von denen jeder nach Seite 43 die eine der Ebenen 


2 0, uw + 23a, (u+u)Hialku —u)—0 


oskuliert, oder — was dasselbe sagt — welche in den imaginären 
Kreispunkten die gemeinsame Schmiegungsebene 


2a, (1+M)ti-a(A— N)—0 


besitzen, da in der letzten Gleichung u=A-+i, W=N vi zu setzen 
ist. Bedenken wir nun noch, dafs diese beiden Schmiegungsebenen 
imaginäre Parallelkreisebenen sind, so können wir sagen: 

In dem Falle n=2 besteht jede Bildkurve auf U, 
aus zwei kongruenten Teilen und hat eine 3m,-fache 
reelle, aber unendlich ferne Brenngerade, die senk- 
recht zur Rotationsaxe von H, ist und die beiden 
imaginären, m,-fachen Selbstberührungspunkte der 
Bildkurve verbindet. 

Die weiteren Singularitäten der Abbildungskurven sind nach 
den allgemeinen Ergebnissen folgende. 

Die Ordnung ist 2(m, + 2m,), sodals nur Kurven gerader 
Ordnung auftreten, welche die Erzeugenden der einen Schar je 


A 


Ta 


m;-mal, die der andern je (2m, +3 m3)-mal treffen. Der Rang der 
Bildkurve R’ ist 2m,;(2m, +3), die Klasse 6 (2 m, m; — m, + Ms) 
und die Zahl der stationären Ebenen ist 4(6m, m; — Am, + Ms). 
Unter den Tangenten der AR’ befinden sich 4(2 m, m; — m, + M;,) 
Erzeugende des Hyperboloids. 

Betrachten wir als erste Bildkurve diejenige, welche aus 
einer Erzeugenden von A, hervorgeht, so ist deren Para- 
metergleichung bei innerer Berührung 


rer) 0, 


wenn #—0 die Original-Erzeugende ist. Die Bildkurve ist 
also eine R,, welche der zweiten Art angehört und einfach 
durch die imaginären Kreispunkte hindurchgeht. Von der im 
vorigen Abschnitte untersuchten AR, unterscheidet 
sie sich nur dadurch, dals nicht die Achse des Hyper- 
boloids, sondern die zu dieser senkrechte unendlich 
ferne Gerade die vielfache reelle Brenngerade der 
Bildkurveist. Ihre Gestalt lassen die orthogonalen Projektionen 


+ a2a1— a)” + [a — (2a, — a] y? — 0, 
4aytg’T-=? + [2 — (2a, — a)] 2? =, 


und 4a, + 2? ct ?T]y — [2 a1a + 2? cot 7 = 0 
erkennen, welche aus der Parameterdarstellung 
= (2, — a) sin y— 2a, see > — (2a, —a) cos 


2=2a, tete 5 


hergeleitet werden können. 

Die Untersuchung dieser Gleichungen zeigt, dafs die Raum- 
kurve zwei reelle Asymptoten besitzt, welche die x-Achse in den 
Punkten = +(2a,—.a) treffen, der yz-Ebene parallel laufen und 
gegen die Kehlkreisebene um den Winkel IT’ geneigt sind. — Alle 
zur y2-Ebene parallelen Doppelsekanten der R, schneiden die x-Achse 
und treffen jede Parallelkreisebene, also jede durch die dreifache 
Brenngerade gehende Ebene in einem Kegelschnitte, da die von 
ihnen erfüllte Fläche durch 


2181. y—[+alßa—a)2—=0 
gegeben ist. 


BR 


Zur Konstruktion von Tangente und Schmiegungsebene dienen 
die Formeln 


cot & = 2csc © — (a:2a,) eot = und tg A, = [(4 a,—a) 


:2(a —a,)] cot 


Bei äufserer Berührung unterscheiden sich die Projektions- 
gleichungen von den hingeschriebenen nur dadurch, dafs (—a,) an 
Stelle von a, tritt. Die Gestalt der Kurven wird aber eine völlig 
andere, z. B. treten in der Ebene Knotenpunkte an Stelle der vorher 
vorhandenen isolierten Doppelpunkte, und der Gestalt nach wird 
die Kurve der Bildkurve einer Meridianhyperbel bei »=1 ähnlich. 

Ist die auf A, gegebene Originalkurve einKegelschnitt, 
so ist das Bild eine R}, welche die Erzeugenden der einen Schar 
einmal, die der anderen je fünfmal schneidet. Besondere Ein- 
fachheit zeigt die Bildkurve, wenn der Kegelschnitt eine 
Meridianhyperbel ist, denn in diesem Falle kann von der 
Bildkurve folgendes gesagt werden: 

Das Bild einer Meridianhyperbel von H, ist eine 
Raumkurve sechster Ordnung vom Geschlecht OÖ, 
welche aus vier einander kongruenten, ins Unendliche 
verlaufenden Zweigen besteht. Die Bildkurve besitzt 
eine Schar fünffacher Sekanten, welche ein Rotations- 
hyperboloid erfüllen, dessen Mittelpunkt zugleich 
Mittelpunkt der Bildkurve und Schnittpunktzoer 
vier reellen Asymptoten derselben ist. Jede zur Ro- 
tationsachse dieses Hyperboloids senkrechte Ebene 
schneidet die Kurve in den vier Ecken eines Qua- 
drates, dessen Mittelpunkt auf der Rotationsachse 
liegt. Die zur letzteren senkrechte unendlich ferne 
Gerade ist dreifache Brenngerade der Bildkurve. 

Das letztere kann auch so ausgesprochen werden: 

Von jeder um den Mittelpunkt der Bildkurve ge- 
schlagenen Kugelfläche wird dieselbe in 8 reellen 
Punkten geschnitten, von denen zweimal 4 ein. 
Quadrat bilden. Die Ebenen der beiden Quadrate 
schneiden sich in einer unendlich fernen Sehne der 
Kurve, die zugleich dreifache Brenngerade der- 
selben ist. 


U) RR 


Um die Gestalt der Bildkurve näher zu untersuchen, kann 
man zweckmäfsig die Projektionsgleichungen 
2y? [x + y? — a? + 4a?) — [(a — a1)? (2? + y?) — a? (a— 2a,)) — 0, 
2° [x — 2? cot T’—.a?] |2? cot T + 4a?) + [(a — aı) 2? et T 
+ a?a, (2a — 3a.) = 
y [y — 2? cot T — a2] [2 cot T + 4a?) + [la — a) 2? cot ’T 
+ a?da, 2a — 3a.) = 0 


benutzen, die aus der Parameterdarstellung 


0) 9) . © 
<= —2a, eot 0 c08 Z-— a sinz- 5: y—=— 2a, cot 9sin + A008 Z> 
2= —2a,tgI cot © 


hervorgehen. Aus diesen Gleichungen folgt, dafs die 4 reellen 
Asymptoten der Bildkurve die in der Aufrifs- und Seitenrifsebene 
gelegenen Mantellinien des zum Hyperboloid gehörigen Asymp- 
totenkegels sind. 

Eine Konstruktion der Tangente und Schmiegungsebene läfst 
sich mit Hilfe der Formeln 


— 8a, 


ct &, —= —4csc 29 — (a:2a,)tgs® und tg A, = TE er 


tg © 


ausführen. 

Bei äufserer Berührung der Hyperboloide ist wieder a, mit 
(— a,) zu vertauschen. Die Bildkurve hat dann zwar andere Ge- 
stalt, aber die gleichen Asymptoten wie vorher.‘ (Projektionen der 
Bildkurve für innere sowie äufsere Berührung auf Tafel IV.) 


b) Bildkurve auf A,. 


Liegt die Originalkurve auf H,, so ist nicht eine Gleichung 
zwischen x und #’, sondern zwischen A und A’ gegeben, und wir 
haben aus den Transformationsformeln des letzten Abschnittes A 
und A’ als Funktionen von x und x’ zu berechnen, wenn wir die 
Gleichung der Bildkurve finden wollen. Dies giebt 


1+vV1+%? v_ 2m) VI Hm) ar) 
% 2m(l+am)a + am— a) (-1+VI+a) 
Als Beispiel sei auch hier die Gleichung derjenigen Bild- 


kurve angeführt, welche der Erzeugenden 4 =0 von ZH, 
entspricht. Dieselbe ist 


Ma 


2m (+) (IFVI+R) tax (x) = 0 
oder 
4ayu(l-+un)? +4aa, (1 + an) (a — a) — ar (a —- a). 


Diese Gleichung zeigt, dafs die Bildkurve von der fünften 
Ordnung ist, jede Erzeugende der einen Schar je zweimal, jede 
der andern je dreimal schneidet und in jedem imaginären Kreis- 
punkt einen Doppelpunkt hat, sodafs sie also rational oder vom Ge- 
schlecht Null wie die Originalkurve ist. Die Klasse der Bildkurve 
ist demnach 9, der Rang 8. Sie besitzt 8 Wendeberührebenen. 
Entsprechende Singularitäten zeigt jede ebene Projektion der Kurve. 
Im besonderen ist jede Projektion derselben aus einem ihrer Punkte 
eine bieirkulare Kurve vierter Ordnung mit einem Doppelpunkt. 

Aus der Parameterdarstellung der Kurve 


?—$atg > 00s20- sin20; y—}atg > sin2 O-+ a, 6082 9; 


ey, 


folgen die Projektionsgleichungen 


ray) ER +yY — 8a) Hr3m 0) 
a od, 
x(42?+-atg?T,)tgI,—z[atg*T,(a—8a,)—Satg’T,(3a—4a,)z? 
—+ 162%] = 0, 

y (42? + a? tg ?T,)? — 16 (a, — 2a) 2* + 8a? (3a, — a) tg ’I, 2? 
— du 1e I, 


Diese zeigen, dafs die Raumkurve eine reelle Asymptote hat, 
welche parallel der Aufrifsebene ist, auf der y-Achse das Stück 
(a, — 2a) abschneidet und mit der Kehlkreisebene den Winkel I, 
einschliefst. (Projektionen der Bildkurve für äufsere Berührung 
auf Tafel: Ill.) 

Suchen wir weiter die Gleichung der einem Kegel- 
schnitt entsprechenden Kurve, so zeigt dieselbe, dafs die 
Bildkurve von der sechsten Ordnung ist, die eine Regel- 
schar in je 2, die andere in je 4 Punkten trifft und in jedem ima- 
ginären Kreispunkt einen Doppelpunkt besitzt. Aufser diesen weist 
sie aber noch einen reellen Doppelpunkt auf. Der Punkt nämlich, 
in dem die Ebene des Originalkegelschnitts die Rotationsachse von 


ae 


H, trifft, ist der Mittelpunkt eines Breitenkreises, welcher mit dem 
Kegelschnitt zwei diametral gegenüberliegende Punkte gemein hat, 
und da solche Punkte sich beim Abrollen in einen Punkt des ent- 
sprechenden Breitenkreises von ZH, abbilden, liefern sie einen 
Doppelpunkt der Bildkurve. Insgesamt hat demnach die letztere 
3 Doppelpunkte und ist also vom Geschlecht Null wie die Original- 
kurve. Hieraus folgt, dafs ihr Rang 10, die Klasse 12, die Zahl 
der Wendeberührebenen 12 und die Zahl der tangierenden Er- 
zeugenden 8 ist. 

Besonders einfach gestaltet sich die Bildkurve, wenn 
‚wir als Originalkegelschnitt die Meridianhyperbel 
AN + a(A+4)— 1=0 nehmen. Ihre Gleichung wird dann nämlich 


la (a — x) (x +0) — 2a,(1-+ un) (ax — 1)? —=0, 


also eine doppelt zählende R, Dies erklärt sich dadurch, dafs 
eine Meridianhyperbel jeden Breitenkreis in zwei diametral gegen- 
überliegenden Punkten trifft. Diese R, wird für «—=0 dargestellt 
durch 


2=-- >acot 900520 — a sin2 0; y--;5 a cot 9 sin 2 © 
—+ a, 6082 9; 2= — zatgT; c0t 9, 


und die Gleichungen ihrer Projektionen sind: 
ytra—a)+Ytra)Yy+ 3a — a) — 0 


x? (42? cot? IT, + a?) — zcotT, (4 2? cot? I, -— a(a—4 2), — 
y(42? cot?I, +a) + (a — a,)42?cot?, +, =). 
Die reelle Asymptote der R,° ist nach diesen Gleichungen 
2=2c0t I, y=—(a—a,). Die Tangenten und Schmiegungs- 
ebenenkonstruktion wird ermöglicht durch 


ot = — 1204 tg, erAT LE: 


wo © die Hälfte des Winkels ist, den die zum Tangentialpunkt 
gehörige Kehlkreistangente mit der x-Achse einschliefst. 

Bei äufserer Berührung wird die reelle Asymptote y=a-+ a,, 
<—=2c0tI,, da jetzt a mit —a zu vertauschen ist, und die Kurve 
zeigt eine der bei n—=1 auftretenden A,’ sehr ähnliche Gestalt, 


ar 


während sie bei innerer Berührung sehr wenig von einer geraden 
Linie abweicht. 


Invariante Eigenschaften, entsprechende Bogen- und 
Flächenstücke. 


Bereits auf Seite 45 sind wir auf Kurven mit invarianten 
Eigenschaften hingewiesen worden, indem sich zeigte, dafs bei ge- 
wissen Voraussetzungen die Ordnung der Kurve bei der Abbildung 
erhalten blieb. Daran anknüpfend können wir ohne weiteres hin- 
zufügen, dafs bei n—=1 eine Gleichung völlig ungeändert bleibt, 
wenn sie 4’ nur in der Kombination (A — A'):(1 +44’) und 4 über- 
dies nur quadratisch enthält, so dafs für n=]1 

A—h 2) = 

die allgemeine Gleichungsform einer völlig in- 
varianten Kurve ist. Bei n >1 giebt es eine solche Invarianz 
schon deshalb nicht, weil die Hyperboloide nicht kongruent sind. 
Man kann aber weiter die Frage aufwerfen, welche Beziehungen 
zwischen den entsprechenden Richtungen und Bogenlängen statt- 
haben und ob sich aus diesen invariante Kurven bestimmen lassen. 
Um diese Frage zu beantworten, gehen wir von den Parameter- 
darstellungen von Bild- und Originalkurve aus. Dieselben sind 
nach dem Früheren 


t=tc08 O0 —asin 9, y=tsn®-+.«ac0sö, e=t-.tgT 
und 
et 10% 1 
In teosn9— a,sinnG, 7 ; tsinn®-+- a, 608nG, (=tteT, 


wo unter ? eine bestimmte Funktion von © zu verstehen ist. Be- 
rechnet man aus diesen Gleichungen die entsprechenden Bogen- 
differentiale und berücksichtigt noch, dafs sec I,=n-seec T' ist, So 
findet man für entsprechende Bogenstücke die Integrale 


9 
ug. 
Me sec T—2a +0 +12.d0, 
9 


9 
—_— en. 
Ile) sec IT — 2a, ta ?.do. 
90 


und 
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Die Bogenlängen für jeden Wert von ©, sind also nur dann 
gleich, wenn n=1 und a=a, wird, d. h. wenn ein Abrollen gar 
nicht mehr stattfindet. 

Um die Beziehung zwischen entsprechenden Richtungen zu 
erhalten, hat man die Richtungscosinus der entsprechenden Tan- 
genten sowie die der durch den Tangentialpunkt gehenden Er- 
zeugenden zu berechnen und findet mit deren Hilfe für den Winkel 
4A zwischen Tangente und Erzeugender 


Er dt a ): er 9 dt 8 a 
cos 4 ( — acoser a (& sec T-2a75t+0 +1 
oder 
2 4—=YVa?sin’T+ : (see F— acos) 
[} dO . 


Analog ergiebt sich für den entsprechenden Winkel 7, 


th = Varsn TH RB: (see —a,cosT) 


Daraus folgt 
(a—a,)cosTyVasinT+t 


mer > ne Dt 2 dan 2 | 2 
nn sec“I ta)zaotrfra sin 2T’+ aa, cos?I' 
und 
(2 45, see P— (a + a) cos) Versin TH P 
do 
u >) Be 3 er can 2 2 
ns sec ’T’—(a+ a,) Io t a*sın“I’-+ aa, cos“I' 


Stellen wir also z. B. die Aufgabe, Kurven zu finden, welche 
sich derartig abbilden, dafs die Winkel, die entsprechende Bogen- 
elemente mit der zugehörigen Erzeugenden einschliefsen, eine kon- 
stante Summe bezw. Differenz haben, so handelt es sich nur darum, 
die Lösungen der durch die letzten Formeln gegebenen Differential- 
gleichungen zu finden. Verlangen wir etwa /,=4f oder tg 
(A,— I)=0, so mülste a=a, oder t=w werden. Der erste 
Fall entspricht dem identischen Zusammenfallen beider Hyperboloide, 
der zweite liefert die unendlich fernen Breitenkreise als Lösungen. 
Verlangen wir 4,+4=9%0°, so bedeutet das im Falle n—1 
d4=—.a, dals eine bestimmte Kurvenschar in ihre orthogonalen 


N OR 


Trajektorien abgebildet werden soll. Die diesem Problem zu- 
geordnete Differentialgleichung ist 


1) sei 2 2 2er 
Ge see Il — a” —t 0 


und hat die Lösung 
t—= 4 (er N Lee 879), 


wo c die Integrationskonstante ist. 


Die durch diese Gleichung dargestellte Kurve hat die Eigen: 
schaft, in jedem ihrer Punkte den Winkel zwischen Breitenkreis 
und Erzeugender zu halbieren, wie man sofort erkennt, wenn man 
umgekehrt die Differentialgleichung dieser Halbierungskurve auf- 
stellte. Jede Kurve also, welche überall den Winkel 
zwischen Breitenkreis und Erzeugender halbiert, 
bildet sich in eine Kurve von der glegehen Hrzsen- 
Schaft ab, wenn n=—1 ist: 

Endlich sei zum Schlusse über entsprechende Flächenstücke 
folgendes erwähnt. 

Ist auf H, ein endliches Flächenstück durch irgend einen ge- 
schlossenen Kurvenzug abgegrenzt, so können wir dasselbe zu- 
sammengesetzt denken aus lauter Flächenelementen, die durch die 
Schar der zur Berührung kommenden Erzeugenden und die Schar 
der Breitenkreise gebildet werden. Die Gröfse eines solchen- 
Elementes auf ZH, ist 


dw—=r-d@-de sin L, 
wo r der Radius der betreffenden Breitenkreise und de das Element 


der Erzeugenden ist. Da aber sin 4=Y (a?sinT+ 2): (a? +?) 
ist, so wird 


do—=d®-deYy a? sin?®T + 2. 


Für das entsprechende Element dw, auf A, wird dO,=n-d® und 
Yı == 1% O4: + DD de, ==3 de und sin A; == V(a,2 sin? I, + 4) 5 (aı° + 42), 
Also ist 


do, —=n:d9.deYV a? sin 2T, +1? —=do, 


da. a, sın H — = asin I und i, —_- t ist. Mithin können wir sagen 


„Jedes beliebige endliche Flächenstück des einen 
Hy otoids bildet sich stets in ein gleichgrofses 
pjstenstück desandern ab;“ 
zT: 
„Entsprechende Kurven bezw. Kurvenstücke um- 
-sehliefsen stets gleiche Flächen.“ 


Binder, Abbildung zweier Rotationshyperboloide. 6 
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